Direkte Methoden und anomale Dispersion (Nobel-Vortrag)**

Von Herbert Hauptman*

1. Einleitung

Die Elektronendichtefunktion p(r) in einem Kristall be-
stimmt dessen Beugungsmuster, d.h. die Amplituden und
Phasen der Réntgen-Beugungsmaxima, und umgekehrt.
Da aber aus Beugungsexperimenten nur die Amplituden
gewonnen werden kdnnen, ist es nicht mdglich, die Elek-
tronendichtefunktion p(r) zu rekonstruieren. Mit bereits
vorhandener Information iiber die Struktur, iiblicherweise
der des Aufbaus eines Kristalls aus diskreten Atomen mit
bekannter Kernladungszahl, kénnen dennoch im allgemei-
nen aus den gemessenen Amplituden die Positionen der
Atome und damit die Struktur bestimmt werden.

Hier sei angemerkt, daB die Erkenntnis, die gemessenen
Beugungsdaten allein reichten normalerweise zur Bestim-
mung der Kristallstruktur aus, ein Meilenstein in der Ent-
wicklung der Direkten Methoden zur Kristallstrukturbe-
stimmung ist. Die irrige gegenteilige Ansicht, Kristallstruk-
turen kénnten prinzipiell nicht aus den Beugungsintensita-
ten abgeleitet werden, wurde lange - bis ca. 1950 - von den
Kristallographen vertreten und errichtete eine psychologi-
sche Barriere, die beseitigt werden muBte, bevor wirklicher
Fortschritt méglich wurde.

2. Die klassischen Direkten Methoden
2.1. Das Phasenproblem

Bezeichnet man die Phase des Strukturfaktors Fy mit

On
Fu=IFylexp(i¢n) 1)

wobei H ein reziproker Gittervektor mit drei ganzzahligen
Komponenten ist, der das zugehdrige Beugungsmaximum
kennzeichnet, dann ergibt sich als Beziehung zwischen
dem Strukturfaktor Fy und der Elektronendichtefunktion
p(r)

Fu = jp(r)exp@niH r)dV 2
v
und
p(r) = %ZFH CXP(—ZMH")=%Z|FH|CXPi(¢H—2ﬂH'|‘) 3)
H H

wobei V das Volumen der Einheitszelle bedeutet. Somit
bestimmen die Strukturfaktoren Fy die Elektronendichte-
funktion p(r). Das Rontgen-Beugungsexperiment liefert
nur die Betrige |Fyl einer endlichen Zahl von Strukturfak-
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toren, nicht jedoch die Werte der Phasen ¢y, die man zur
Bestimmung von p(r) gemiB Gleichung (3) ebenfalls be-
noétigt. Wenn man willkirliche Werte fiir die Phasen ¢y in
Gleichung (3) einsetzt, erhilt man iiber die so definierten
Dichtefunktionen p(r) mit Gleichung (2) Strukturfaktoren,
deren Betrige mit den beobachteten Amplituden |Fyl
iibereinstimmen. Hieraus folgt, dal das Beugungsexperi-
ment p(r) nicht vollstindig bestimmt. Es war dieses Argu-
ment, das die Kristallographen vor 1950 zu dem irrigen
SchluB fiihrte, dafl prinzipiell Kristallstrukturen aus Beu-
gungsintensititen nicht eindeutig abgeleitet werden kon-
nen. Dabei wurde iibersehen, dafl die Phasen ¢ in Glei-
chung (3) nicht willkiirlich festgelegt werden diirfen, wenn
man reale Kristalle beschreibende Dichtefunktionen erhal-
ten will.

Kristalle sind aus diskreten Atomen aufgebaut. Daher
148t sich der reale Kristall mit seiner kontinuierlichen
Elektronendichte p(r) durch einen idealisierten Kristall er-
setzen, dessen Einheitszelle aus N diskreten, starren und
punktférmigen Atomen besteht, deren Positionen mit den
Maxima von p(r) ibereinstimmen. Dies filhrt vom Struk-
turfaktor Fy zum normalisierten Strukturfaktor E, und
von Gleichung (1) bis (3) zu

Ey =|Enlexp(igu) @
1 N
Ey=—7; 2 fiexp2niH 1) ©
02" j=1
i N
(Ewexp(=2niH: -y = 5172 (Z fjexp[ZniH-(r_i_r)])H
2 o= 1
f.
= 05/2 fir |’=|'j
=0 fﬁl' |'+|-j (6)

Darin bedeutet f; den atomaren Streufaktor bei einem Beu-
gungswinkel von 0° und r; den Ortsvektor des j-ten Atoms.
Fir o, gilt:

N
o= 1} (n=1,23,.) )
j=1

Bei der Rontgenbeugung ist f; gleich der Kernladungszahl
Z; und damit bekannt. Aus Gleichung (6) folgt, daB die
normalisierten Strukturfaktoren Ey die Ortsvektoren
der Atome (j=1,2,..., N) und damit die Kristallstruktur
bestimmen.

In der Praxis kann man (zumindest niherungsweise) den
Betrag |Ey| einer begrenzten Anzahl normalisierter Struk-
turfaktoren E 4 aus den beobachteten Amplituden |Fy] er-
halten, wihrend die durch die Gleichungen (4) und (5) de-
finierten Phasen ¢y experimentell nicht bestimmt werden
konnen. Da man anstelle der wesentlich komplizierteren
Elektronendichtefunktion p(r) nur noch die 3N Kompo-
nenten der N Ortsvektoren r; bendtigt, geniigen zu ihrer
Bestimmung die bekannten Amplituden im allgemeinen
bei weitem. Dies sieht man sofort ein, wenn man in die
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Gleichung (5) verschiedene H einsetzt und damit ein Glei-
chungssystem erhilt, in dem die 3N Komponenten der
Ortsvektoren r; die einzigen Unbekannten sind. Dieses
Gleichungssystem ist redundant, da die Anzahl der Glei-
chungen, die der Zahl der reziproken Gittervektoren H zu
bekannten Werten |Ey| entspricht, normalerweise wesent-
lich groBer ist als 3N, weshalb die Kristallstruktur, d.h. die
Positionen der Atome in der Einheitszelle, durch die ge-
messenen Beugungsintensititen liberbestimmt ist. Kurz ge-
sagt hat man das unldsbare in ein zumindest prinzipiell
l6sbares Problem verwandelt, indem man das Integral in
Gleichung (2) durch die Summation in Gleichung (5) er-
setzte, d. h. indem Gleichung (5) anstelle von Gleichung (2)
als Ausgangspunkt der Untersuchungen gewihit wurde.

Zusammenfassend heiBt dies, daB3 die Intensititen (oder
Betrige | Ey ) einer geniigenden Anzahl von Rdntgen-Beu-
gungsmaxima die Kristallstruktur bestimmen und da8 iib-
licherweise mehr als die zur Beschreibung der Struktur
notwendige Zahl verfigbar ist. Diese Intensitiiten fiihren
zu einem Satz von Werten |Ey) (ein Wert pro Intensitits-
messung), nicht aber zu den fiir die Strukturaufkl4rung be-
nétigten komplexen GréBen Eyy = |Eylexp(i¢y), den nor-
malisierten Strukturfaktoren. Daher muB jedem |Ey! eine
»Phase* ¢y, die nicht aus dem Beugungsexperiment zu-
ginglich ist, zugeordnet werden (,,Phasenproblem*). Auf-
grund des atomaren Aufbaus von Kristallen und der Re-
dundanz der MeBwerte |Ey| ist das Phasenproblem prinzi-
piell losbar.

2.2. Die Strukturinvarianten

Gleichung (6) impliziert, da3 die normalisierten Struk-
turfaktoren Ey die Kristallstruktur bestimmen. Umgekehrt
jedoch folgt aus Gleichung (5) nicht, daB die Kristallstruk-
tur die Werte der normalisierten Strukturfaktoren E,, be-
stimmt, da die Ortsvektoren r; nicht nur von der Struktur,
sondern auch von der Wahl des Ursprungs abhingen. Es
zeigt sich jedoch, daB die Betrige |Ey| der normalisierten
Strukturfaktoren vollstiindig durch die Kristallstruktur be-
stimmt und unabhingig vom gewihlten Ursprung sind,
wihrend die Werte der Phasen ¢,; auch von der Wahl des
Ursprungs abhiingen. Es gibt aber bestimmte Linearkom-
binationen von Phasen, die sogenannten Strukturinvarian-
ten, deren Werte allein durch die Struktur bestimmt und
unabhiingig von der Wahl des Ursprungs sind.

Aus Gleichung (5) folgt, daB die Linearkombination
dreier Phasen

¥i=¢n+dx + o (8)
eine Strukturinvariante (Triplett) ist, sofern

H+K+L=0 9)
und daB die Linearkombination von vier Phasen
Va=¢u+x + o+ dnm (1
eine Strukturinvariante (Quartett) ist, wenn

H+K+L+M=0 (an

etc.
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2.3. Die Struktursemiinvarianten

Wenn ein Kristall Symmetrie aufweist, darf der Ur-
sprung nicht willkiirlich gewihlt werden, will man die Ver-
einfachungen, die durch die Raumgruppensymmetrie még-
lich sind, nutzen. Hat ein Kristall zum Beispiel ein Symme-
triezentrum, so wird es liblicherweise als Ursprung ge-
wihlt, wihrend der Ursprung, wenn der Kristall kein Sym-
metrieelement auller einer zweizidhligen Schraubenachse
besitzt, normalerweise auf diese Symmetrieachse gelegt
wird. In diesen Fillen sind nur wenige Ursprungslagen er-
laubt, und es ist daher plausibel, da} die Werte vieler Line-
arkombinationen von Phasen unverindert bleiben, wenn
die Lage des Ursprungs nur in durch die Raumgruppen-
symmetrie zugelassener Weise verindert wird. So kam man
zu dem Begriff Struktursemiinvariante, der Linearkombi-
nationen von Phasen bezeichnet, deren Werte unabhingig
von der Wahl erlaubter Ursprungslagen sind.

Wenn beispielsweise als einziges Symmetrieelement ein
Inversionszentrum vorhanden ist (Raumgruppe P1), folgt
wieder aus Gleichung (5), daB eine einzelne Phase ¢, eine
Struktursemiinvariante ist, wenn die drei Komponenten
des reziproken Gittervektors H geradzahlig sind; die Line-
arkombination zweier Phasen ¢y + ¢ ist dann eine Struk-
tursemiinvariante, wenn die drei Komponenten von
(H + K) geradzahlig sind; etc.

Ist eine zweizdhlige Dreh- oder Schraubenachse das ein-
zige Symmetrieelement, so erhidlt man aus Gleichung (5),
daB eine einzelne Phase ¢y, eine Struktursemiinvariante
ist, wenn h und | geradzahlig sind und k=0 ist; entspre-
chend gilt fiir die Linearkombination zweier Phasen

Ohx, +Pny,

daB h,+h; und I, +1, geradzahlig und k, + k, = 0 sein miis-
sen; etc.

Die Strukturinvarianten und -semiinvarianten sind fiir
alle Raumgruppen tabelliert!*'>'%-2!] Dije Menge der
Strukturinvarianten ist eine Teilmenge der Menge der
Struktursemiinvarianten. Wenn kein Symmetrieelement
vorhanden ist (Raumgruppe P1), sind beide Mengen iden-
tisch.

2.3.1. Die Bestimmung des Ursprungs und des
Enantiomorphs

Die Theorie der Struktursemiinvarianten fiihrt zwanglos
zu den raumgruppenabhingigen Verfahren zur Bestim-
mung des Ursprungs und des Enantiomorphs (der Links-
oder Rechtshéndigkeit). Allgemein wird durch die Theorie
ein geeigneter Satz von Phasen definiert, deren Werte be-
stimmt werden miissen, um den Ursprung eindeutig festzu-
legen. Beispielsweise diitfen in der Raumgruppe P1 (kein
Symmetrieelement) die Werte dreier beliebiger Phasen

¢h|k|l|v ¢hzk,|,a ¢h,k,l, (12)
fiir die die Determinante A die Bedingung
h, k, 1,

A=th; ky | = £1 (13)
hy ks 1
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erfiillt, willkiirlich festgelegt werden, wodurch der Ur-
sprung eindeutig bestimmt ist. Die Werte der anderen Pha-
sen sind dann nur noch von der Struktur abhéngig. Fiir die
Festlegung des Enantiomorphs geniigt es, das Vorzeichen
einer enantiomorph sensitiven Struktursemiinvarianten,
d.h. mit einem von 0° oder 180° verschiedenen Wert, fest-
zulegen (Einzelheiten siehe ), S. 28-72).

In der Raumgruppe P1 legt man wieder willkiirlich den
Wert (0° oder 180°) dreier Phasen (siehe (12)) fest, aber
nun mit der Bedingung, daB die Determinante A [Gl. (13)]
ungerade sein muB. Ahnliche ,Rezepte sind heutzutage
fiir alle Raumgruppen bekannt.

2.4. Das grundlegende Prinzip der Direkten Methoden

Es ist bekannt, dal die Werte eines geniigend gro3en
Satzes von Cosinus der Struktursemiinvarianten (,,Semiin-
varianten-Cosinus*) eindeutig zu den Phasenwerten fiih-
ren!s!. Die Betrige |E| liefern nur Schitzwerte fiir die Semi-
invarianten-Cosinus oder hierzu dquivalent fiir die Betrige
der Struktursemiinvarianten, deren Vorzeichen willkiirlich
sind, da sich ihre Werte fiir die zwei enantiomorphen
Strukturen, die aufgrund der beobachteten Betrige |E| zu-
ldssig sind, nur im Vorzeichen unterscheiden. Hat man je-
doch ein Enantiomorph durch die Festlegung des Vorzei-
chens einer bestimmten enantiomorph sensitiven Struktur-
semiinvarianten, d.h. einer, deren Wert von 0° oder 180°
verschieden ist, gewihlt, dann ergeben sich aus den Gro-
Ben |E| sowohl die Betrige als auch die Vorzeichen der
Struktursemiinvarianten, die mit dem gewihlten Enantio-
morph konsistent sind. Daher bestimmen die Betrige |El|
bei einem festgelegten Enantiomorph vollstindig die
Werte der Struktursemiinvarianten, die wiederum zu voll-
stindig bestimmten Werten der einzelnen Phasen fiihren.
Die Struktursemiinvarianten sind also das Bindeglied zwi-
schen den beobachteten GroBen |E| und den gesuchten
Phasen ¢ (das grundlegende Prinzip der Direkten Metho-
den). Aus dieser Eigenschaft der Struktursemiinvarianten
resultiert ihre Bedeutung und starke Betonung in diesem
Zusammenhang.

Mit dem Begriff ,,Direkte Methoden sind die Metho-
den gemeint, die Beziehungen zwischen den Strukturfakto-
ren nutzen, um direkt von den beobachteten Gréfien |E( zu
den bendétigten Phasen ¢ zu gelangen.

2.5. Das Umgebungsprinzip

Es ist seit langem bekannt, daB bei festgelegtem Enan-
tiomorph der Wert jeder Struktursemiinvarianten y im all-
gemeinen durch die Betrdge |E| der normalisierten Struk-
turfaktoren vollstindig bestimmt ist. In den letzten Jahren
wurde klar, daB bei festgelegtem Enantiomorph ein Satz
oder mehrere Sitze von Betriigen |E| zu einem y gehoren.
Von diesen ,,Umgebungen‘ hingt in giinstigen Fillen der
Wert von y sehr stark ab, was bedeutet, dal y primir
durch die |E|-Werte in ihren Umgebungen bestimmt wird
und relativ unabhingig von den iibrigen |E[-Werten ist.
Die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung von y, die die
Betrige |E| in jeder ihrer Umgebungen als bekannt voraus-
setzt, ergibt einen Schitzwert fir y, der besonders dann
gut ist, wenn die Varianz der Verteilung klein ist (das Um-
gebungsprinzipl’-*).
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Die Untersuchung von geeigneten Wahrscheinlichkeits-
verteilungen (vgl. Abschnitt 2.7) fiihrt direkt zur Definition
der Umgebungen von Strukturinvarianten. Definitionen
werden hier nur fir das Triplett y; und das Quartett y,
angegeben, jedoch sind inzwischen Methoden zur Defini-
tion von Umgebungen fiir alle Strukturinvarianten be-
kannt!> %11,

2,5.1. Die eﬁte Umgebung des Tripletts y;

H, K und L seien drei reziproke Gittervektoren, die
Gleichung (9) erfiillen. Dann ist y; [Gl. (8)] eine Struktur-
invariante, und ihre erste Umgebung besteht definitionsge-
miB aus drei GroBen:

IEnl, 1Ex|, |E_I (14

2.5.2. Die Umgebungen des Quartetts y,

Die erste Umgebung

H, K, L und M seien vier reziproke Gittervektoren, die
die Gleichung (11) erfiillen. Dann ist y, [Gl. (10)] eine
Strukturinvariante, und ihre erste Umgebung besteht defi-
nitionsgemaB aus den vier GroBen

IEnl, |Ek), |ELl, |IEm] 15

Die vier Groflen in (15) heiBen die Hauptterme des Quar-
tetts Ya.

Die zweite Umgebung

Die zweite Umgebung des Quartetts y, besteht defini-
tionsgemiB aus den vier in (15) angegebenen und den drei
zusitzlichen Gréf3en

|[Ensxl JEk sl [Branl (16)

d.h. aus insgesamt sieben Werten fiir |E|. Die drei Werte
von (16) heiBen die gemischten (oder Cross-)Terme des
Quartetts y,.

2.6. Das Erweiterungskonzept

Durch Einbeziehung der Struktursemiinvarianten 7 und
ihrer symmetrieabhédngigen Varianten in geeignete Struk-
turinvarianten Q erhidlt man die Erweiterungen Q der Se-
miinvarianten 7'l Wegen der raumgruppenabhingigen
Bezichungen zwischen den Phasen ist die Verkniipfung
von T mit ihren Erweiterungen angebbar. Dadurch wird
die Theorie der Struktursemiinvarianten auf die der Struk-
turinvarianten zuriickgefiihrt; vor allem sind die Umge-
bungen von T iiber die Umgebungen der Erweiterungen
von T definiert. Das Vorgehen wird nur fiir die Zweipha-
sen-Struktursemiinvariante der Raumgruppe PI, die als
Muster fiir Struktursemiinvarianten allgemein in allen
Raumgruppen, zentrosymmetrisch oder nicht, dienen soll,
ausfuhrlich besprochen.

{*] In diesem der Erweiterung der Theorie der Strukturinvarianten vorbehal-
tenen Abschnitt wird voriibergehend das allgemeine Symbol y durch die
Symbole T bzw. @ ersetzt.
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2.6.1. Die Zweiphasen-Struktursemiinvariante in P1

Wie bereits gezeigt (Abschnitt 2.3), ist die Linearkombi-
nation zweier Phasen

T=¢u+éx n

in P1 genau dann eine Struktursemiinvariante, wenn die
drei Komponenten des reziproken Gittervektors H + K
alle geradzahlig sind, denn daraus folgt, daB alle Komponen-
ten jedes der vier reziproken Gittervektoren 3(+ H + K)
ganzzahlig sind. Dariiber hinaus sind in dieser Raum-
gruppe alle Strukturfaktoren reell und alle Phasen entwe-
der 0° oder 180°.

2.6.2. Die Erweiterungen von T

Man bezieht die Zweiphasen-Struktursemiinvariante T
[Gl. (17)] und ihre symmetrieverwandte Variante

Ti=¢_u+¢x a8
in die jeweiligen Quartetts ein

Q=T+¢ +¢ a9

%(H+K) —2‘-(H+K)

Qi=Ti+¢ +¢ (¢0)]

F-HAK) T dmex
Mit den Gleichungen (17) und (18) und den raumgruppen-
abhiangigen Beziehungen zwischen den Phasen kann sehr
schnell verifiziert werden, daB Q und Q, in der Tat (spe-
zielle) Vierphasen-Strukturinvarianten (Quartetts) sind und
daB gilt

T=T,=Q=0, @n

Die Quartetts Q und Q, werden Erweiterungen der Semiin-
varianten T genannt. Dadurch wird die Theorie der Zwei-
phasen-Struktursemiinvarianten T auf die der Quartetts
zuriickgefiihrt; d.h. die Umgebungen von T sind in Form
der Umgebungen des Quartetts definiert.

2.6.3. Die ersten Umgebungen der Erweiterungen

Da zwei der Phasen des Quartetts Q [Gl. (19)] identisch
sind, sind nur drei der vier Hauptterme voneinander
verschieden. Die erste Umgebung besteht demzufolge aus
den drei GréBen

.
IEul,lExl,IE%(H+K)I @2
da

lE—%(H+K)I= %<H+x)l

Analog ist die erste Umgebung der Erweiterung Q, [Gl.
(20)] durch die drei GroBen

3
IEHI,IExl,lE%(H_K)I @y

definiert.
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2.6.4. Die erste Umgebung von T

Die erste Umgebung der Zweiphasen-Struktursemiinva-
rianten T besteht definitionsgemaB aus der Vereinigungs-
menge der ersten Umgebungen ihrer Erweiterungen, d.h.
im Fall von (22) und (23) aus den vier GréBen

IEul, (Bub 1By LBy, ] 24)

K) %(H—l()

2.7. Die Liésungsstrategie

Man beginnt mit dem Gleichungssystem (5). Durch
Gleichsetzen der Real- und Imaginirteile von (5) erhilt
man fiir jeden reziproken Gittervektor H zwei Gleichun-
gen. Die Grofien |E| und die atomaren Streufaktoren f;
werden als bekannt vorausgesetzt. Die Unbekannten sind
die atomaren Ortsvektoren r; und die Phasen ¢y. Da das
Gleichungssystem (5) redundant ist, werden Ublicherweise
mit Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung die unbe-
kannten Ortsvektoren r; eliminiert und so Bezichungen
zwischen den unbekannten Phasen ¢ erhalten, die mit ei-
ner gewissen Wahrscheinlichkeit giiltig sind.

Man wiihlt eine endliche Anzahl reziproker Gittervekto-
ren H, K, ... so aus, dal3 die Linearkombination der zuge-
horigen Phasen

Y=¢u+odg+--- (25)

eine Strukturinvariante oder -semiinvariante ist, deren
Wert man abschdtzen mochte. Man wihlt weitere rezi-
proke Gittervektoren H’, K',... so, daB die Menge der
GroBien .

[Eul, [Egl, ...; |Esl, [Ex, ... (26)
eine Umgebung von y bildet. Die atomaren Ortsvektoren
r; werden als einfache Zufallsvariable betrachtet, die
gleichmiBig und unabhingig voneinander verteilt sind.
Dann sind die GroBlen |Eyl, |Exl,...; |Eyl, [Ex:l,...und
die Phasen ¢u, ¢x, -..; ®u, @k - - - der komplexen, norma-
lisierten Strukturfaktoren Ey, Eg,...; Eu., Ex,... als
Funktionen der Ortsvektoren r; [Gl. (5)] selbst Zufallsva-
riablen, und man kann ihre Gesamtwahrscheinlichkeitsver-
teilung P bestimmen. Aus dieser Verteilung P kann die be-

dingte Gesamtwahrscheinlichkeitsverteilung
P($u.bx, ... | IEul, [Egl, ...; [Eyl, |Excl, ..) QN

der Phasen ¢y, ¢k, ... erhalten werden, wenn die GréBen
IEvl, |Ex|, ...; IEnl, IEx/l, ... gegeben sind. Dazu werden
in P die bekannten GrdBen konstant gehalten, und es wird
iiber die unbekannten Phasen ¢y, ¢«-, ... von 0° bis 360°
integriert und mit einem geeigneten Normierungsfaktor
multipliziert. Die Verteilung (27) fiihrt direkt zur bedingten
Wabhrscheinlichkeitsverteilung

P(y | 1Eul, IExl, ...; |IEud, JExl, ...) (28)

der Strukturinvarianten und -semiinvarianten y, wobei
man voraussetzt, daBl die GréBen in (26) eine Umgebung
von y bilden. SchlieBlich erhdlt man aus der Verteilung
(28) einen Schitzwert fiir y, der bei kleiner Varianz von
(28) sehr gut ist.
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2.8. Abschitzung des Tripletts in P1

Die drei reziproken Gittervektoren H, K und L sollen
die Gleichung (9) erfiillen. Zur Definition der ersten Um-
gebung des Tripletts y; [Gl. (8)] siehe Abschnitt 2.5.1 und
zu wahrscheinlichkeitstheoretischen Aspekten Abschnitt
2.7.

R,, R; und R; seien drei bekannte, nicht-negative Zah-
len. Durch

P s=P(y Ry, Ry Ry)

werde die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung be-
schrieben, wobei die drei GroBen in der ersten Umgebung
des Tripletts durch

[Eql=R,, [ExI=Rs, IE 1=R4 (29)

gegeben sind. Folgt man dann dem in Abschnitt 2.7 be-
schriebenen Weg, erhilt man!"

1
Py3=P(yIR;, Ry, Ry) = 271,(A) exp(Acosy) (30)
worin
20
A="2R,R;R; (31)
[eF]

I, ist die modifizierte Bessel-Funktion, und o, wird durch
Gleichung (7) definiert. Da A>0 gilt, hat P,,; ein einziges
Maximum, und zwar bei =0° und es ist klar, daB} die
Varianz der Verteilung mit zunehmendem Wert von A klei-
ner wird (siche Abb. 1 mit A=2.316; Abb. 2 mit A=0.731).
Folglich fithrt die Verteilung in den Fillen, in denen A
grof ist (beispielsweise A>3), zu einem verl4Blichen
Schitzwert fiir die Strukturinvariante y;, der hier Null
ist.

w3 =0° wenn A groB 32

Weiterhin gilt, daB die Aussage (32) um so wahrscheinli-
cher ist, je groBer der Wert von A ist. Diese Beziehung hat
sich als bemerkenswert niitzlich erwiesen, obwohl ihre An-
wendung eng begrenzt ist, da sie nur den Schitzwert 0° fiir
y; angeben kann und diese Abschitzung nur fiir grofe A
(die giinstigen Fille) verladBlich ist.

180 -160 M0 120 4100 -80 -60 40 20 20 40 60 80 100 120 140 160 18O
w1 —=

Abb. 1. Die Verteilung P,/ [Gl. (30)] mit A=2.316.
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180 160 -140 -120 -100 -BO -60 -40 -20 20 40 60 BO 100 120 140 160 180
v —=

Abb. 2. Die Verteilung P,,; [Gl. (30)] mit A=0.731.

Es sollte nicht unerwihnt bleiben, daB eine mit (30) eng
verwandte Verteilung direkt zur Tangentenformel fiihrt!'®,
die von Anwendern der Direkten Methoden universell ein-
gesetzt wird.

sin @y, —ta _ {IEg En_xlsin(@x +dn_x))x
———=tand, =
coséy {IEk En_xlcos(fx +&n -k

(33

Hierin kennzeichnet h einen fixierten reziproken Gitter-
vektor. Die Mittelwerte werden iiber den gleichen Satz von
Vektoren K im reziproken Raum gebildet, wobei man sich
ublicherweise auf diejenigen Vektoren K beschrinkt, fiir
die |Ex| und |E, _ x| beide groB sind sowie sin(¢,) und
cos{¢y) dieselben Vorzeichen besitzen wie der Zihler bzw.
Nenner auf der rechten Seite. Die Tangentenformel wird
im allgemeinen zur Verbesserung und Erweiterung eines
als bekannt angenommenen Basissatzes von Phasen be-
nutzt.

2.9. Abschiitzung des Quartetts in P1

Zwei bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden
beschrieben: Fiir die erste setzt man die vier GréB8en |E| in
der ersten Umgebung des Quartetts (siche (15)) als bekannt
voraus und fiir die zweite die sieben | E|-Werte in der zwei-
ten Umgebung (siehe (15) und (16)).

2.9.1. Die erste Umgebung

H, K, L und M seien vier reziproke Gittervektoren und
erfullten Gleichung (11). Beziiglich der ersten Umgebung
des Quartetts y, [Gl. (10)] siehe Abschnitt 2.5.2 und beziig-
lich des wahrscheinlichkeitstheoretischen Hintergrundes
Abschnitt 2.7. Mit den vier bekannten, nicht-negativen
Zahlen R, R, R; und R, wird durch

Pia=P(w{R|,R;R3,RY)

die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung des Quartetts
w4 beschrieben, wobei die vier GréBen seiner ersten Umge-
bung durch

IEql=R,, |IExI=Ra, |EL|=Rs, IEmI=R, (34)

gegeben sind. Dann gilt
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Pia=P(wIR,R; R, Ry) = exp(Bcos y) 35)

1
2nl,(B)

worin
2
B= % R,R;R,R,

o, ist wieder durch Gleichung (7) definiert. Somit ist P, ,
formal identisch mit P, 3, nur da} A durch B ersetzt wur-
de. Folglich gelten die Anmerkungen zu P,,; auch fiir P, ,:
nur ein einziges Maximum, und zwar bei y=0° fiir P, ,,
so daB der wahrscheinlichste Wert fiir y,, wenn die vier
Groflen (34) in seiner ersten Umgebung bekannt sind,
Null ist; mit zunehmendem Wert von B auch zunehmende
Wahrscheinlichkeit fiir diesen Wert Null. Da B-Werte
(Ordnung 1/N) zumindest fiir groBe N (=Zahl der Atome)
im allgemeinen kleiner sind als A-Werte (Ordnung 1/)/N),
ist der Schitzwert Null fiir ¥, weniger verldBlich als fiir
¥s.

Das Ziel, einen verlidBlichen, von Null verschiedenen
Schitzwert fiir eine Strukturinvariante zu erhalten, ist mit
Gleichung (35) noch nicht erreicht. Der entscheidende
Schritt in diese Richtung wird vielmehr im n#chsten Kapi-
tel behandelt.

2.9.2. Die zweite Umgebung

Hierfiir verwendet man die gleiche Bezeichnungsweise
wie in Abschnitt 2.9.1, bezieht sich aber nun fiir die zweite
Umgebung des Quartetts y, auf Abschnitt 2.5.2. R,, R,, R,
R4, Riz, R;3 und Ry, seien sieben nicht-negative Zahlen,

P7=P(wIR{,R;R3,Ry; Riz,R3,Ryy)
bezeichne die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung des
Quartetts y,, und die sieben GréBen in seiner zweiten Um-

gebung lauten

IEnl=R;, |Exl=Ry, |IEL|=Ry, {IEmi=R, (36)
IEn+kl=Riz [Ex4l=Ras, [EL i ul=Ry, 3N

Dann gilt "~

|
Py = i exp(—2B’'cosy) x

20 20 20
To [—373; Rllez] Io [T,Jz stxzs] I [—7,% Ra xsn] 3%
O3 [¢2) G2

worin
1
B = '0—3(30§—0204)R|R1R3R4 (39)
2
1
X12=[R?R3+R3R2+2R;R,R;R,cOs y)? (40)
1
X, =(RZRZ+RIRI+2R, R, R;Recos y]? @n

Nl

X3 =[RZR2+RIR2+ 2R, R; Ry R cos y] (42)

bedeuten. o, ist durch Gleichung (7) definiert, und L ist
ein von ¥ unabhingiger Normierungsfaktor, der fiir das

Folgende nicht benotigt wird.
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Die Abbildungen 3-5 zeigen die Verteilung (38) (durch-
gezogene Linie) fir typische Werte der sieben Parameter in
(36) und (37). Zum Vergleich ist auch die Verteilung (35)
(gestrichelte Linie) dargestellt. Da die GroBen |E| einer
existierenden Struktur mit N =29 entnommen wurden, ist
auch ein Vergleich mit dem wahren Wert des Quartetts

XTrXEXTr-xx
LR R N W]
ND oo i
BN PN [V RV L]

W

—xXX

v e

-180 460 140 -120 100 -80 -60 -40 -20 20 40 60 B0 100 120 140 160 180

yl) ——e

Abb. 3. Die Verteilungen (38) (—) und (35) (- -) fiir folgende Werte der
sicben Parameter in (36) und (37): R,=3.034, R,=2.766, R,;=2.217,
R, =1.805, R;;=2.918, R;;=0.933, R;,=2.863. Der wahrscheinlichste Wert
von (38) ist hier bei w=0°, von (35) wie immer bei y=0°.

=960 ! \
=105° i A

theor i [}

180 160-140120 100 -80 60 -40 20 20 40 60 80 100 120 140 160 180
pl{ol——

Abb. 4. Die Verteilungen (38) (—) und (35) (---) fur folgende Werte der sie-
ben Parameter in (36) und (37): R,=2.918, R,=2.863, R, =2.276, Ry=1.733,
Riz=1.631, R23=0.223, R;; = 1.540. Der wahrscheinlichste Wert von (38) ist
hier bei = £105°, von (35) wie immer bei y=0°.

moglich. Es wurde bereits darauf hingewiesen, daB die
Verteilung (35) stets ein einziges Maximum fiir y=0° be-
sitzt. Die Verteilung (38) hingegen kann fiir y=0°, 180°
oder auch fiir jeden Wert zwischen diesen beiden maximal
werden (Abb. 3-5). In erster Ndherung liegt das Maximum
von (38) dann bei y=0° oder 180°, wenn die drei Parame-
ter Ry,, Ry; und R;; entweder alle groB oder alle klein sind.
Die Abbildungen zeigen auch deutlich die Verbesserun-
gen, die man erhélt, wenn zusétzlich zu den vier Gréien
(36) die drei GréBien (37) als bekannt angenommen wer-
den. Fiir den Spezialfall

R~ Ry Ry =0 (43)
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Lo N-29
83 B=0.73
61 (Wl o =176°

- exp

H
K
L
:= 328 (= 1800
L
H

<180 160 -140 120 -100 -80 -60 -40 -2C 20 40 60 80 100 120 M40 160 180

w 0 -~

Abb. 5. Die Verteilungen (38) (—) und (35) (---) fiir folgende Werte der sie-
ben Parameter in (36) und (37): R,=1.408, R,=1.592, R;=2.672, Ry=1.770,
Rj2=0.157, R»n=0.425, R,,=0.385. Der wahrscheinlichste Wert von (38) ist
hier bei y=180°, von (35) wie immer bei y=0°.

reduziert sich die Verteilung (38) auf
P.sr z%exp(—ZB’cosw) (44)

die ein einziges Maximum, und zwar bei y=180° (Abb. 5),
hat.

2.10. Abschiitzung der Zweiphasen-Struktursemiinvariante
in P1

H und K seien zwei reziproke Gittervektoren derart,
daB die drei Komponenten von H + K geradzahlig sind.
Dann ist die Linearkombination T (siche FuBnote in Ab-
schnitt 2.6) der beiden Phasen [Gl. (17)] eine Struktursemi-
invariante. Zu den vier GréBen der ersten Umgebung von
T in (24) siehe Abschnitt 2.6.4 und fiir den wahrscheinlich-
keitstheoretischen Hintergrund Abschnitt 2.7. R;, R;, 1y,
und r,5 sollen vier nicht-negative Zahlen sein. In dieser
Raumgruppe besitzt jede Phase entweder den Wert 0° oder
180°, so daB auch T gleich 0° oder 180° wird und somit
die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung von 7, die vier
GroBen der ersten Umgebung von T als bekannt vorausge-
setzt, diskret ist. P, und P_ bezeichnen die Wahrschein-
lichkeiten fiir T=0° bzw. 180°, wobei die vier GroBen der
ersten Umgebung gegeben sind durch

|EH|=R|,|EK|=Rzy|E%m+ |=|'lz,|E%(H_ I=r3 45)

K) K)

Im Spezialfall N identischer Atome in der Einheitszelle
fiihrt die in Abschnitt 2.7 beschriebene Losungsstrategie
u®

_ Ry Rz(r%z'*'ffi] h [flzrli(RliRz)] (46)

1
P P —
+ = exp[+ TN I/_

wobei jeweils die oberen und unteren Vorzeichen zusam-
mengehoren und fiir M gilt

M=exp[— R, Rz(zr:lj'*'f'%i)} h[rIZrli(Vl;'*'RZ)]_’_
R, R,(r},+r1}3) ra2n3(R,—Ry) “n
exp[+ 1 22; lz] h[uli]/ﬁl z]
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Unter der Annahme, R, und R, seien beide groB3, kann
leicht gezeigt werden, daB P, » 1/2 ist, wenn sowohl r(,
als auch r,; groB sind, und daB P, <1/2 ist, wenn nur ei-
ner der r-Werte grof3 ist. Somit ist T=~0° oder 180° (die
giinstigen Fille des Umgebungsprinzips fir 7).

3. Die Verkniipfung Direkter Methoden mit der
anomalen Dispersion

3.1. Einleitung

Der Uberblick iiber die klassischen Direkten Methoden,
die in den Abschnitten 1 und 2 beschrieben wurden, kann
leicht fiir den Fall verallgemeinert werden, dali die atoma-
ren Streufaktoren willkiirliche, komplexe Funktionen von
(sin#)/A sind, d.h. fiir den Fall eines oder mehrerer an-
omaler Streuer. Wieder spielt das Umgebungsprinzip eine
entscheidende Rolle. Die Endergebnisse der Wahrschein-
lichkeitstheorie fiir die Zwei- und Dreiphasen-Strukturin-
varianten werden im folgenden kurz zusammengefafit. Da-
bei wird besonders die bedingte Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung der Zwei- und Dreiphasen-Strukturinvarianten bei
vorgegebenen GrofBen [E| in ihrer ersten Umgebung be-
schrieben. Aus den Verteilungen erhilt man Schitzwerte
fiir diese Invarianten, die vor allem in den Fillen gut sind,
in denen die Varianzen der Verteilungen klein sind (das
Umgebungsprinzip). Es ist insbesondere bemerkenswert,
daB diese Schitzwerte im gesamten Bereich von — 180° bis
+ 180° eindeutig sind. An einem Beispiel wird gezeigt, daBl
man mit dieser Methode eindeutige Schitzwerte fiir Zehn-
tausende von Strukturinvarianten mit beispielloser Genau-
igkeit sogar im makromolekularen Fall erhalten kann. Da-
her diirfte die Kombination der klassischen Techniken der
Direkten Methoden mit der anomalen Dispersion die L6-
sung von Kiristallstrukturen vereinfachen, die einen oder
mehrere anomale Streuer enthalten.

Die meisten Kristallstrukturen mit 80-100 unabhéngigen
Nichtwasserstoffatomen sind heutzutage mehr oder weni-
ger routinemiBig mit den Direkten Methoden losbar. An-
dererseits ist schon lange bekannt?*-2%, daB die Anwesen-
heit eines oder mehrerer anomaler Streuer die Losung des
Phasenproblems vereinfacht, und neuere Arbeiten!'®2
fiihren unter Verwendung der Bijvoet-Ungleichungen und
der doppelten Patterson-Funktion auf hnlichem Weg zu
Schitzwerten fiir die Sinus von Dreiphasen-Strukturinvari-
anten. Auch eine friihere Arbeit von Rossmann'®, in der er
iiber die Differenzsynthese (|IFyl—|Fgl)? die anomalen
Streuer lokalisierte, und die Lésung der Crambin-Struktur
nach diesem Verfahren!'” zeigen, dal die Anwesenheit an-
omaler Streuer die Kristallstrukturbestimmung erleichtert.
Diese Arbeiten zeigen deutlich, daB die Kombination der
Techniken der Direkten Methoden mit der anomalen Di-
spersion verbesserte Methoden zur Phasenbestimmung lie-
fern sollte. Diese im folgenden beschriebene Verschmel-
zung fuhrte zu der erwarteten Verbesserung, wie die Tabel-
len 1 und 2 sowie Abbildung 6 zeigen. Die neuen Glei-
chungen fithren nicht nur zu verbesserten Schitzwerten fiir
die Strukturinvarianten, sondern, was wesentlich wichtiger
ist, beseitigen die in allen fritheren Arbeiten auftretende
Zweideutigkeit, da die resultierenden Verteilungen im ge-
samten Intervall von — 180° bis + 180° unimodal sind. Die
Auflosung dieser Zweideutigkeit beruht wohl darauf, daB
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man nun die einzelnen GroBen in der ersten Umgebung
der Strukturinvarianten nutzen kann und die explizite Ab-
hingigkeit von den Bijvoet-Differenzen vermeidet, deren
Verwendung in allen fritheren Arbeiten offensichtlich zu
einem Informationsverlust fiihrte, aus dem die Zweideutig-
keit der Schitzwerte der Strukturinvarianten resultierte. In
den fritheren Arbeiten konnte unter Beriicksichtigung der
anomalen Dispersion nur der Sinus der Invarianten abge-
schitzt werden, bei Abwesenheit von anomalen Streuern
dagegen nur ihr Cosinus. Mit den hier beschriebenen Er-
gebnissen konnen nun beide, der Sinus und der Cosinus,
d.h. die Invariante selbst, abgeschitzt werden. Da bei An-
wesenheit von anomalen Streuern die beobachteten Inten-
sititen bekanntermaBen eindeutig ein Enantiomorph und
damit die Werte fiir alle Struktursemiinvarianten bestim-
men, hitte man Formeln der anschlieend beschriebenen
Art eigentlich erwarten sollen. Trotzdem wurde nicht ein-
mal die Moglichkeit ihrer Existenz vorhergesagt.

3.2. Die normalisierten Strukturfaktoren

Bei Anwesenheit von anomalen Streuern werden die
normalisierten Strukturfaktoren

Eu=I|Eunlexp(ign) (48)

definiert durch

1 N .
En =]/u_ -Z. fiuexpniH-r) 49)
H j=
1 N .
=E »ZI Ifiulexpli @+ 2n H - 1)) (50)
is
wobei
fin = fulexp(id;n) (&2))

der (im allgemeinen komplexe) atomare Streufaktor (als
Funktion von |H| und j) des j-ten Atoms ist, r; seinen Orts-
vektor symbolisiert, N die Anzahl der Atome in der Ein-
heitszelle bedeutet und

N
an = X il 2

j=1

ist. Fiir einen normalen Streuer gilt 8; = 0, fiir €in anomal
streuendes Atom entsprechend 8, # 0. Wegen der Anwe-
senheit anomaler Streuer besitzen die atomaren Streufak-
toren f; als Funktionen von (sind)/A noch nicht einmal
anndhernd dasselbe Aussehen fiir unterschiedliche Atome.
Somit kann die Abhéngigkeit von f;, von |H| im Gegen-
satz zu der beim Fehlen anomaler Streuer iiblichen Praxis
nicht vernachléssigt werden. Daher wurde der Index H in
den Symbolen fj und ay [Gl. (52)] nicht weggelassen.

Der reziproke Gittervektor H soll im folgenden kon-
stant gehalten und die atomaren Ortsvektoren r; als einfa-
che Zufallsvariable betrachtet werden, die gleichmaflig
und unabhingig voneinander verteilt sind. Dann ist E als
Funktion der einfachen Zufallsvariablen r; [Gl. (50)] selbst
eine Zufallsvariable, und es ergibt sich

(IEnl),, =1 &L}
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3.3. Die Zweiphasen-Strukturinvariante

Die Zweiphasen-Strukturinvariante, zu der bei Abwe-
senheit anomaler Streuer kein Analogon existiert, ist defi-
niert durch

Y=9¢u+én (34

3.3.1. Die erste Umgebung

Die erste Umgebung der Zweiphasen-Strukturinvariante
y [Gl. (54)] besteht definitionsgemiB aus den zwei Gro-
Ben

IEul, IEn] (5%)

die wegen der Ungiiltigkeit des Friedel-Gesetzes im allge-
meinen verschieden sind.

3.3.2. Abschdtzung der Zweiphasen-Strukturinvariante

Man definiert Cy und Sy durch

] N

Cu=— 2 Ifiul2cos(28;n) (56)
an j=2
l N

Su=—17 |f,'H|:sin(25jH) (57)
QAH j=1

wobei fju, 8;i und ay in den Gleichungen (51) bzw. (52)
definiert wurden, sowie X und ¢ iber

Xcosé=Cy Xsiné= -8y (58)

1
X=[C}+S4)? tanf=—Su/Cn (59
R und R seien konstante, nicht-negative Zahlen. Aus den
Gleichungen (48) bis (50) folgt, daB die Zweiphasen-Struk-
turinvariante (¢y + @n) als Funktion der einfachen Zufalls-
variablen r; selbst eine Zufallsvariable ist. Mit P(¢R,R)
wird die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zwei-
phasen-Strukturinvarianten (¢y +¢u) bezeichnet, wobei
die beiden GréBen in der ersten Umgebung durch

[Eql=R, |Egl=R (60)

gegeben sind. Dann folgt™® %

— 1t -
P(yIR,R) = [21:]0 (zlli[;()z()] exp [zlli[;()z( cos(y+¢) (61)
wobei die durch die Gleichungen (56)-(59) definierten
GroéBen X und £ als Funktionen der als bekannt angenom-
menen (komplexen) atomaren Streufaktoren fj,; betrachtet
werden. Es sei hier angemerkt, daB die Verteilung (61) die-
selbe Form wie die Verteilung (30) hat, nur bei —¢ statt bei
0 zentriert ist. Da das absolute Maximum von (61) bei
w= —¢ erreicht wird, folgt

$utdu=—¢ (62)
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vorausgesetzt, die Varianz der Verteilung ist klein, d.h.

(63)

ist groB. Es soll nicht unerwihnt bleiben, daB, wihrend A
von R, R und |H| abhiingt, £ fiir eine bestimmte chemische
Zusammensetzung nur eine Funktion von |H| (oder
(sin#)/4) und damit unabhingig von R und R ist.

3.4. Die Dreiphasen-Strukturinvariante

H, K und L seien im folgenden konstant gehaltene rezi-
proke Gittervektoren, die die Bedingung

H+K+L=0 (64)

erfiillen. Wegen der Ungiiltigkeit des Friedel-Gesetzes gibt

es hier ganz im Gegensatz zum Fall ohne anomale Streuer.

acht Dreiphasen-Strukturinvarianten:

Vo=0u+dx +é0 65)
vi=—¢ut+du+é (66)
Vo=¢u—¢r+ooL (67)
Vi=¢ut+ou — bt (68)
Vo=0¢n +¢x +9r (69)
Wi=—9¢u+ox+oc (70)
vi=¢a—9x +9c an
wi=¢n+ox — o 72)

3.4.1. Die erste Umgebung

Die erste Umgebung jeder der Dreiphasen-Strukturinva-
rianten [Gl. (65)-(72)] besteht definitionsgemiB aus sechs
Grélen

|Enl, |IEkl, IELl, |1Ewl, |Exl, IEc! (73)

die wegen der Ungiiltigkeit des Friedel-Gesetzes nicht
paarweise gleich sind.

3.4.2. Der wahrscheinlichkeitstheoretische Hintergrund

Man hilt die reziproken Gittervektoren H, K und L un-
ter Beachtung von Gleichung (64) konstant und setzt die
sechs nicht-negativen Zahlen R,, R,, Rs, Rj, R; und R; als
bekannt voraus. Das N-dimensionale kartesische Produkt
W bestehe definitionsgemiB aus allen geordneten N-Tu-
peln (ry, 1, ..., IN), Wobei r), r,, ..., ry die atomaren Orts-
vektoren sind. Man nimmt weiterhin an, dal das N-Tupel
(ry, r2, ..., TN) eine einfache Zufallsvariable ist, die gleich-
mifBig tber die gesamte durch

I[Eul=R,, |Ex|=Ry, [E I=R; 4
|[Eql=Ri, |[Egl=R;3 |IEi=Rs (75)

definierte Teilmenge von W verteilt ist. Die normalisierten
Strukturfaktoren E sind dabei durch Gleichung (49) defi-
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niert. Dann sind die acht Strukturinvarianten [Gl. (65)-
2

vioy; (=0,1,2,3) (76)
als  Funktionen der einfachen Zufallsvariablen
(ry, rz ..., rn) selbst Zufallsvariablen.

Unser eigentliches Ziel ist die Bestimmung der beding-
ten Wahrscheinlichkeitsverteilung jeder der Dreiphasen-
Strukturinvarianten [Gl. (65)-(72)] fiir vorgegebene Werte
der sechs GréBen in (74) und (75). Dies kann bei kleiner
Varianz der Verteilung zu einem verlaBlichen Schitzwert
fiir die Invariante fithren (das Umgebungsprinzip).

3.4.3. Abschdtzung der Dreiphasen-Strukturinvariante

Die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir jedes ;,
die Kenntnis der sechs GroBen in (73) vorausgesetzt, soll
durch

Pj(w'RI7R2’R33Ri9RisRi)=Pj(W) U=0,1,2,3,6,i,i,5) (77)

symbolisiert werden. Dann ist das eigentliche Ergebnis
dieses Beitrags eine sehr einfache Gleichung!'%

1 J
Pi(y) = L-explAjcos(y—oy] (1=0,1,2,3,0,1,2,3) (78)
i ]

deren Parameter K;, A; und w; als Funktionen der als be-
kannt angenommenen komplexen Streufaktoren fjy, fjx
und f;, und der beobachteten GroBen {Eyl, |[Exl, |E_/,
|Enl, |Ex| und |Eg| in der ersten Umgebung der Invarian-
ten ausgedriickt werden konnen. Da die K;- und A-Werte
positiv sind, ist (78) bei y=; maximal. Somit erhilt man,
wenn die Varianz der Verteilung (78) klein, d. h. A, groB ist,
den verlédBlichen Schitzwert

Wj=wj (j=0v11213)6’i)iy5) (79)

fiir die Strukturinvariante y;. Es soll betont werden, daf3
der Schitzwert (79) im gesamten Bereich von —180° bis
+180° eindeutig ist. Weder werden Vorkenntnisse iiber
die anomalen Streuer benétigt, noch miissen diese iden-
tisch sein.

3.4.4. Anwendungen

Mit den als bekannt vorausgesetzten Koordinaten des
PtCl12®-Derivats des Proteins Cytochrom csso aus Paracoc-
cus denitrificans *® (Molekulargewicht M, =~ 14 500, Raum-
gruppe P2,2,2,, Auflésung 2.5 f\) wurden ca. 8300 norma-
lisierte Strukturfaktoren E berechnet. Zusitzlich zu den
anomal streuenden Atomen Pt und Cl enthilt die Struktur
ein Fe-Atom und sechs S-Atome, die bei der verwendeten
Wellenldnge (Cuk,) ebenfalls anomal streuen. Unter Ver-
wendung der Phasen ¢y,,, die zu den 4000 groBten |Eqyl-
Werten mit hkl#0 gehdren, wurden die Dreiphasen-Struk-
turinvarianten y; [Gl. (65)-(72)] erzeugt und die zur Auf-
stellung der Verteilung (78) bendtigten Parameter w; und
A; berechnet. Alle Rechnungen wurden auf einem VAX-
11/780-Rechner durchgefithrt, wobei mit doppelter Ge-
nauigkeit (ungefdhr 15 giiltige Stellen) gerechnet wurde,
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Tabelle {. 21 Schitzwerte w; der Strukturinvarianten g; des PtCl;°-Derivats von Cytochrom csso, ausgewéhlt aus den ersten 2000.

j |Enl |Enl 1Ex! |Egi JEL| 1Etl A; Schitzwert wahrer Groéfie des
w; von y; Wert von Fehlers
°] vil°) la,— il [°]

1 217 2.04 0.89 1.03 0.85 0.67 6.92 — 58 — 88 30
100 1.91 2.06 1.61 1.49 0.85 0.67 5.62 148 130 18
200 1.94 2.06 1.96 2.06 141 1.57 4.83 - 19 — 121 42
300 2.36 2.48 1.56 1.69 0.82 0.68 4.52 52 2 50
400 2.17 2.04 1.34 1.48 1.28 1.15 431 79 96 17
500 1.85 1.94 0.85 0.67 0.78 0.92 421 56 42 14
600 2.17 2.04 0.92 1.04 0.86 0.70 4.10 146 148 2
700 1.39 1.28 0.85 0.67 0.87 0.75 4.02 - 72 — 68 4
800 1.41 1.57 1.61 1.49 071 0.85 393 70 50 20
900 1.88 1.98 1.28 115 085 0.67 3.87 104 96 8

1000 1.29 1.43 0.79 0.71 0.85 0.67 3.80 — 88 —138 50

1100 1.34 1.48 1.34 1,22 1.25 1.16 3.76 - 72 —126 54

1200 1.56 1.69 1.41 1.57 098 0.90 372 73 78 5

1300 1.98 2.07 2.08 1.94 1.08 1.21 3.68 —161 - 124 37

1400 1.56 1.67 141 1.57 124 1.33 3.63 - 72 - 3 69

1500 2.38 2.50 191 2.06 0.74 0.64 3.59 84 77 7

1600 191 2.06 1.34 1.22 0.72 0.83 3.55 — 64 — 94 30

1700 191 2.06 2.02 2.12 2.15 2.24 3.51 — 64 - 72 8

1800 2.38 2.50 1.61 149 0.78 0.90 3.46 78 82 4

1900 2.38 2.50 1.63 1.70 1.81 1.93 343 63 123 60

2000 0.85 0.67 0.97 0.83 1.02 1.09 3.42 — 96 - 126 30

um Rundungsfehler zu eliminieren. Die Werte fiir A; wur-
den in absteigender Ordnung sortiert und mit jedem hun-
dertsten der ersten 2000 Werte wurde Tabelle 1 erstellt.
Die hochsten 60000 Werte liegen der Tabelle 2 zugrunde.

Tabelle 1 enthdlt 21 A;-Werte (wie beschrieben aus
den ersten 2000 Werten ausgewihlt), die zugehérigen
Schatzwerte w; der Invarianten y;, die wahren Werte von
w; und die Betrige der jeweiligen Fehler [w; —y;l. Auch die
GroBe der sechs |E|-Werte in der ersten Umgebung der zu-
gehorigen Invariante sind angegeben. Tabelle 2 gibt den
Betrag des mittleren Fehlers

{lo; —wil) (80)

in neun zunehmend gréBeren Gruppen fiir die 60000 ver-
ldBlichsten Schitzwerte w; der Invarianten y; an.

Tabelle 2. Mittlerer Fehler der h8chsten 60000 Schatzwerte der Dreiphasen-
Strukturinvarianten des PtCl3°-Derivats von Cytochrom css0, Zusammenge-
faBt zu neun Gruppen.

Zah! der A-Werte Mittlerer Mittlerer

in der Gruppe Wert von A Fehler [ |
100 6.01 279
500 4.90 29.3
1000 4.44 28.8
2000 4.02 28.0
5000 3.49 314
10000 3.09 338
26000 2.7 36.1
40000 235 38.6
60000 2.15 39.8

Die Tabellen 1 und 2 zeigen erstens, dal wegen der un-
erwartet groBen Zahl grofler A;-Werte unsere Gleichungen
verldBliche (und eindeutige) Schitzwerte fiir Zehntausende
Dreiphasen-Strukturinvarianten liefern. Zweitens liegen
die Invarianten, die am verl4Blichsten abgeschitzt werden
konnten, beliebig im Bereich zwischen —180° und + 180°
und scheinen gleichmifig tiber diesen Bereich verteilt zu

Angew. Chem. 98 (1986) 600-610

sein. SchlieBlich gehéren im Gegensatz zum Fall ohne an-
omale Streuer die Invarianten mit den verliBlichsten
Schitzwerten nicht notwendigerweise zu den stirksten Re-
flexen, sondern zu Reflexen mit mittlerer Intensitat (Spal-
ten 2-7 in Tabelle 1).
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100-

60
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=]
N

wl®l

-60-

-100

-140

-180
-220 -180 -0 -100 -60

20 0 0 60 w0 w0 @0 220
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Abb. 6. Graphische Darstellung der Streuung von w; um y;. Hiecbei wurden
die Wertepaare von 201 Invarianten, jede zehnte der ersten 2000 des
P1C13°-Derivats von Cytochrom csso, und die Gerade ;= y; dargesteilt.

Abbildung 6 zeigt die Streuung der w;-Werte um die ;-
Werte fiir das PtCl2°-Derivat von Cytochrom css. Hierfr
wurden 201 Invarianten (jede zehnte der ersten 2000) und
die Gerade w;=y; benutzt. Die w;-Werte scheinen objek-
tive Schitzwerte der Invarianten y; zu sein, da die Punkte
gleichmiaBig um die Gerade verteilt sind.

3.4.5. Abschliefende Bemerkungen

In diesem Beitrag wird das Ziel, die Techniken der Di-
rekten Methoden mit der anomalen Dispersion zu ver-
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kniipfen, erreicht. Speziell wird die bedingte Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Dreiphasen-Strukturinvarianten er-
halten, wobei die sechs GrdoBen in ihrer ersten Umgebung
als bekannt angenommen werden. Im giinstigen Fall klei-
ner Varianz der Verteilung fiihrt die Verteilung zu einem
verldfllichen Schitzwert fir die Invariante (das Umge-
bungsprinzip). Es ist besonders bemerkenswert, daB ganz
im Gegensatz zu allen fritheren Arbeiten der Schiitzwert im
gesamten Intervall (—180°, +180°) eindeutig ist und je-
den Wert aus diesem Bereich annehmen kann (sogar Werte
in der Nidhe von £90° oder 180°). Die ersten Anwendun-
gen bei fehlerfreien Beugungsdaten zeigen, daB in einem
typischen Fall Zehntausende von Dreiphasen-Strukturin-
varianten mit beispi¢lloser Genauigkeit sogar fiir makro-
molekulare Strukturen abgeschitzt werden kénnen. Einige
vorldufige Berechnungen mit einer Reihe von Strukturen,
auf die hier nicht niher eingegangen werden soll, zeigen
eine komplizierte Abhingigkeit der Genauigkeit der
Schitzwerte von der Komplexitét der Kristallstruktur, der
Anzahl der anomalen Streuer, der Stirke der anomalen
Streuung und des (sinf)/A-Bereichs. Bei kleineren Struktu-
ren kann die Genauigkeit viel grofier sein, so daf} ein mitt-
lerer Fehler von 3-4° fir Tausende von Invarianten nicht
ungewdhnlich wire.

Als SchluBfolgerung bleibt, daB die Verfiigbarkeit ver-
liBlicher Schitzwerte fiir eine groBe Anzahl von Dreipha-
sen-Strukturinvarianten impliziert, dafl eine Modifikation
der klassischen Direkten Methoden, speziell der Tangen-
tenformel [Gl. (33)], die den von Null verschiedenen
Schitzwerten der Invarianten Rechnung trigt, unter Be-
riicksichtigung der anomalen Dispersion es ohne grund-
sitzliche Anderungen erméoglichen wird, die Werte der ein-
zelnen Phasen abzuschitzen und damit die Struktur zu be-
stimmen. Die in den Tabellen 1 und 2 und in Abbildung 6
zusammengefalten Rechnungen lassen schon in naher Zu-
kunft die Lésung der Strukturen von Makromolekiilen
moglich erscheinen. Es ist auBlerdem klar, daB aufgrund

der Mdglichkeit, sowohl den Sinus als auch den Cosinus
der Invarianten, d.h. sowohl ihr Vorzeichen als auch ihren
Betrag, abzuschitzen, automatisch das durch die beobach-
teten Intensitdten eindeutig bestimmte richtige Enantio-
morph erhalten wird. Tatsichlich hat die erste Anwendung
auf experimentelle Beugungsdaten bereits die Ldsung ei-
ner bis dahin unbekannten, makromolekularen Struktur
vereinfacht®,

Eingegangen am 30. Januar 1986 [A 580]
Ubersetzt von Hildegard und Klaus Angermund,
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