
Direkte Methoden und anomale Dispersion (Nobel-Vortrag)** 

Von Herbert Hauptman* 

1. Einleitung 

Die Elektronendichtefunktion p(r) in einem Kristall be- 
stimmt dessen Beugungsmuster, d. h. die Amplituden und 
Phasen der Rontgen-Beugungsmaxima, und umgekehrt. 
Da aber aus Beugungsexperimenten nur die Amplituden 
gewonnen werden konnen, ist es nicht mbglich, die Elek- 
tronendichtefunktion p(r) zu rekonstruieren. Mit bereits 
vorhandener Information uber die Struktur, ublicherweise 
der des Aufbaus eines Kristalls aus diskreten Atomen mit 
bekannter Kernladungszahl, konnen dennoch im allgemei- 
nen aus den gemessenen Amplituden die Positionen der 
Atome und damit die Struktur bestimmt werden. 

Hier sei angemerkt, daB die Erkenntnis, die gemessenen 
Beugungsdaten allein reichten normalerweise zur Bestim- 
mung der Kristallstruktur aus, ein Meilenstein in der Ent- 
wicklung der Direkten Methoden zur Kristallstrukturbe- 
stimmung ist. Die irrige gegenteilige Ansicht, Kristallstruk- 
turen konnten prinzipiell nicht aus den Beugungsintensita- 
ten abgeleitet werden, wurde lange - bis ca. 1950 - von den 
Kristallographen vertreten und errichtete eine psychologi- 
sche Barriere, die beseitigt werden muate, bevor wirklicher 
Fortschritt moglich wurde. 

2. Die klassischen Direkten Methoden 

2.1. Das Phasenproblem 

Bezeichnet man die Phase des Strukturfaktors FH mit 
$H 

wobei H ein reziproker Gittervektor rnit drei ganzzahligen 
Komponenten ist, der das zugehbrige Beugungsmaximum 
kennzeichnet, dann ergibt sich als Beziehung zwischen 
dem Strukturfaktor FH und der Elektronendichtefunktion 
P(r) 

FH = I p(r)exp(2xi H 9 r )dV (2) 
V 

toren, nicht jedoch die Werte der Phasen die man zur 
Bestimmung von p(r) gemill3 Gleichung (3) ebenfalls be- 
notigt. Wenn man willkiirliche Werte fur die Phasen $H in 
Gleichung (3) einsetzt, erhalt man uber die so definierten 
Dichtefunktionen p( r) rnit Gleichung (2) Strukturfaktoren, 
deren Betrage mit den beobachteten Amplituden lFHl 
iibereinstimmen. Hieraus folgt, dal3 das Beugungsexperi- 
ment p( r) nicht vollstandig bestimmt. Es war dieses Argu- 
ment, das die Kristallographen vor 1950 zu dem irrigen 
SchluS fuhrte, daB prinzipiell Kristallstrukturen aus Beu- 
gungsintensitaten nicht eindeutig abgeleitet werden kon- 
nen. Dabei wurde ubersehen, da8 die Phasen $H in Glei- 
chung (3) nicht willkurlich festgelegt werden durfen, wenn 
man reale Kristalle beschreibende Dichtefunktionen erhal- 
ten will. 

Kristalle sind aus diskreten Atomen aufgebaut. Daher 
la& sich der reale Kristall mit seiner kontinuierlichen 
Elektronendichte p( r) durch einen idealisierten Kristall er- 
setzen, dessen Einheitszelle aus N diskreten, starren und 
punktformigen Atomen besteht, deren Positionen mit den 
Maxima von p(r) ubereinstimmen. Dies fuhrt vom Struk- 
turfaktor FH zum normalisierten Strukturfaktor E und 
von Gleichung (1) bis (3) zu 

Darin bedeutet fj den atomaren Streufaktor bei einem Beu- 
gungswinkel von 0" und rj den Ortsvektor des j-ten Atoms. 
Fur on gilt: 

N 
u n =  z f: ( n = 1 , 2 , 3  ,...) 

J - I  
(7) 

Bei der Rontgenbeugung ist fj gleich der Kernladungszahl 
Z, und damit bekannt. Aus Gleichung (6) folgt, daB die 
normalisierten Strukturfaktoren EH die Ortsvektoren r, 
der Atome (j= 1,2, ..., N) und damit die Kristallstruktur 
bestimmen. 

und 

I 1 
P ( ~ ) = V C F H ~ ~ P ( - ~ ~ ~ H . ~ ) = - - I F H I ~ ~ P ~ ( # H - ~ ~ H . ~ )  V H  (3) 

[*] Prof. Dr. H. Hauptman 
Medical Foundation of Buffalo, Inc. 

k6nnen. Da man anstelle der wesentlich komplizierteren 
Elektronendichtefunktion o(r) nur noch die 3 N KomDo- . \ ,  
nenten der N Ortsvektoren rj benotigt, genugen zu ihrer 
BeStimmung die bekannten Amplituden im allgemeinen 
bei weitem. Dies sieht man sofort ein, wenn man in die 
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Gleichung (5) verschiedene H einsetzt und damit ein Glei- 
chungssystem erhalt, in dem die 3N Komponenten der 
Ortsvektoren r, die einzigen Unbekannten sind. Dieses 
Gleichungssystem ist redundant, da die Anzahl der Glei- 
chungen, die der Zahl der reziproken Gittervektoren H zu 
bekannten Werten I E H  I entspricht, normalerweise wesent- 
lich groBer ist als 3N, weshalb die Kristallstruktur, d. h. die 
Positionen der Atome in der Einheitszelle, durch die ge- 
messenen Beugungsintensitaten uberbestimmt ist. K u n  ge- 
sagt hat man das unlosbare in ein zumindest prinzipiell 
losbares Problem verwandelt, indem man das Integral in  
Gleichung (2) durch die Summation in Gleichung (5) er- 
setzte, d. h. indem Gleichung (5) anstelle von Gleichung ( 2 )  
als Ausgangspunkt der Untersuchungen gewahlt wurde. 

Zusammenfassend heiDt dies, daD die Intensitaten (oder 
Betrage I EH I) einer genugenden Anzahl von Rantgen-Beu- 
gungsmaxima die Kristallstruktur bestimmen und da13 uh- 
lichenveise mehr als die zur Beschreibung der Struktur 
notwendige Zahl verfiigbar ist. Diese Intensitaten fuhren 
zu einem Satz von Werten lEHl (ein Wert pro Intensitat>- 
messung), nicht aber zu den fur die Strukturaufilarung be- 
notigten komplexen GraRen EH = I En I exp (i #H),  den nor- 
malisierten Strukturfaktoren. Daher muB jedem I EHI eine 
,,Phase" QH, die nicht aus dem Beugungsexperiment zu- 
ganglich ist, zugeordnet werden (,,Phasenproblem"). Auf- 
grund des atomaren Aufbaus von Kristallen und der Re- 
dundanz der MeBwerte I EH I ist das Phasenproblem prinzi- 
piell losbar. 

2.2. Die Strukturinvariaaten 

Gleichung (6) impliziert, daB die normalisierten Struk- 
turfaktoren EH die Kristallstruktur bestimmen. Umgekehrt 
jedoch folgt aus Gleichung ( 5 )  nicht, daD die Kristallstruk- 
tur die Werte der normalisierten Strukturfaktoren E H  be- 
stimmt, da die Ortsvektoren rj nicht nur von der Struktur. 
sondern auch von der Wahl des Ursprungs abhangen. Es 
zeigt sich jedoch, daB die Betrage I E H l  der normalisierten 
Strukturfaktoren vollsttindig durch die Kristallstruktur bc- 
stimmt und unabhangig vom gewahlten Ursprung sind. 
wahrend die Werte der Phasen $H auch von der Wahl des 
Ursprungs abhangen. Es gibt aber bestimmte Linearkom- 
binationen von Phasen, die sogenannten Strukturinvarian- 
ten, deren Werte allein durch die Struktur bestimmt und 
unabhgngig von der Wahl des Ursprungs sind. 

Aus Gleichung ( 5 )  folgt, daR die Linearkombination 
dreier Phasen 

v3=$H+$K+$L 

eine Strukturinvariante (Triplett) ist, sofern 

H + K + L = O  

und daB die Linearkombination von vier Phasen 

U14=$H +$K +$L +$M 

eine Strukturinvariante (Quartett) ist, wenn 

H + K + L + M = O  

etc. 
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2.3. Die Struktursemiinvarianten 

Wenn ein Kristall Symmetrie aufweist, darf der Ur- 
sprung nicht willkurlich gewahlt werden, will man die Ver- 
einfachungen, die durch die Raumgruppensymmetrie m6g- 
lich sind, nutzen. Hat ein Kristall zum Beispiel ein Symme- 
triezentrum, so wird es ublicherweise als Ursprung ge- 
wahlt, wahrend der Ursprung, wenn der Kristall kein Sym- 
metrieelement auDer einer zweizahligen Schraubenachse 
besitzt, normalenveise auf diese Symmetrieachse gelegt 
wird. In diesen Fallen sind nur wenige Ursprungslagen er- 
laubt, und es ist daher plausibel, daB die Werte vieler Line- 
arkombinationen von Phasen unverandert bleiben, wenn 
die Lage des Ursprungs nur in durch die Raumgruppen- 
symmetrie zugelassener Weise verandert wird. So kam man 
zu dem Begriff Struktursemiinvariante, der Linearkombi- 
nationen von Phasen bezeichnet, deren Werte unabhangig 
von der Wahl erlaubter Ursprungslagen sind. 

Wenn beispielsweise als einziges Symmetrieelement ein 
Inversionszentrum vorhanden ist (Raumgruppe Pi), folgt 
wieder aus Gleichung (9, daB eine einzelne Phase 4H eine 
Struktursemiinvariante ist, wenn die drei Komponenten 
des reziproken Gittervektors H geradzahlig sind; die Line- 
arkombination zweier Phasen $H +QK ist dann eine Struk- 
tursemiinvariante, wenn die drei Komponenten von 
(H + K) geradzahlig sind; etc. 

1st eine zweizahlige Dreh- oder Schraubenachse das ein- 
zige Symmetrieelement, so erhalt man aus Gleichung (5 ) ,  
daR eine einzelne Phase #hkl eine Struktursemiinvariante 
ist, wenn h und 1 geradzahlig sind und k=O ist; entspre- 
chend gilt fur die Linearkombination zweier Phasen 

daB h i  + h2 und 1, + l2 geradzahlig und k l  + k2 = 0 sein mus- 
sen; etc. 

Die Strukturinvarianten und -semiinvarianten sind fur 
alle Raumgruppen tabelliert1'3-'5.'9.2'~. Die Menge der 
Strukturinvarianten ist eine Teilmenge der Menge der 
Struktursemiinvarianten. Wenn kein Symmetrieelement 
vorhanden ist (Raumgruppe PI), sind beide Mengen iden- 
tisch. 

2.3.1. Die Bestimmung des Ursprungs und des 
Enantiomotphs 

Die Theorie der Struktursemiinvarianten fuhrt zwanglos 
zu den raumgruppenabhangigen Verfahren zur Bestim- 
mung des Ursprungs und des Enantiomorphs (der Links- 
oder Rechtshandigkeit). Allgemein wird durch die Theorie 
ein geeigneter Satz von Phasen definiert, deren Werte be- 
stimmt werden mussen, um den Ursprung eindeutig festzu- 
legen. Beispielsweise durfen in der Raumgruppe P1 (kein 
Symmetrieelement) die Werte dreier beliebiger Phasen 

fur die die Determinante A die Bedingung 

(13) 
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erfiillt, willkiirlich festgelegt werden, wodurch der Ur- 
sprung eindeutig bestimmt ist. Die Werte der anderen Pha- 
sen sind dann nur noch von der Struktur abhangig. Fur die 
Festlegung des Enantiomorphs genugt es, das Vorzeichen 
einer enantiomorph sensitiven Struktursemiinvarianten, 
d. h. mit einem von 0" oder 180" berschiedenen Wert, fest- 
zulegen (Einzelheiten siehe ['I, S. 28-72). 

In der Raumgruppe Pi legt man wieder willkurlich den 
Wert (0' oder 180") dreier Phasen (siehe (12)) fest, aber 
nun mit der Bedingung, daB die Determinante A [GI. (1311 
ungerade sein muO. Ahnliche ,,Rezepte" sind heutzutage 
fur alle Raumgruppen bekannt. 

2.4. Das grundlegende Prinzip der Direkten Methoden 

Es ist bekannt, dal3 die Werte eines genugend groBen 
Satzes von Cosinus der Struktursemiinvarianten (,,Semiin- 
varianten-Cosinus") eindeutig zu den Phasenwerten fiih- 
red6]. Die Betrage IEl liefern nur Schatzwerte fur die Semi- 
invarianten-Cosinus oder hienu ilquivalent fur die Betrage 
der Struktursemiinvarianten, deren Vorzeichen willkurlich 
sind, da sich ihre Werte fur die zwei enantiomorphen 
Strukturen, die aufgrund der beobachteten Betrage I E I zu- 
lassig sind, nur im Voneichen unterscheiden. Hat man je- 
doch ein Enantiomorph durch die Festlegung des Vorzei- 
chens einer bestimmten enantiomorph sensitiven Struktur- 
semiinvarianten, d. h. einer, deren Wert von 0" oder 180" 
verschieden ist, gewihlt, dann ergeben sich aus den Gro- 
Ben IEl sowohl die Betrage als auch die Vorzeichen der 
Struktursemiinvarianten, die mit dem gewlhlten Enantio- 
morph konsistent sind. Daher bestimmen die Betrage IEl 
bei einem festgelegten Enantiomorph vollstandig die 
Werte der Struktursemiinvarianten, die wiederum zu voll- 
standig bestimmten Werten der einzelnen Phasen fiihren. 
Die Struktursemiinvarianten sind also das Bindeglied zwi- 
schen den beobachteten GraBen IEl und den gesuchten 
Phasen 4 (das grundlegende Prinzip der Direkten Metho- 
den). Aus dieser Eigenschaft der Struktursemiinvarianten 
resultiert ihre Bedeutung und starke Betonung in diesem 
Zusammenhang. 

Mit dem Begriff ,,Direkte Methoden" sind die Metho- 
den gemeint, die Beziehungen zwischen den Strukturfakto- 
ren nutzen, um direkt von den beobachteten GroDen IEl zu 
den benotigten Phasen 4 zu gelangen. 

2.5. Das Umgebungsprinzip 

Es ist seit langem bekannt, daO bei festgelegtem Enan- 
tiomorph der Wert jeder Struktursemiinvarianten ty im all- 
gemeinen durch die Betrage I E I der normalisierten Struk- 
turfaktoren vollstandig bestimmt ist. In den letzten Jahren 
wurde klar, daO bei festgelegtem Enantiomorph ein Satz 
oder mehrere Satze von Betrlgen I E I zu einem ty gehoren. 
Von diesen ,,Umgebungen" hangt in gunstigen Fallen der 
Wert von v/ sehr stark ab, was bedeutet, daB ty primar 
durch die I E I-Werte in ihren Umgebungen bestimmt wird 
und relativ unabhangig von den ubrigen 1El-Werten ist. 
Die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung von v/,  die die 
Betrage IEl in jeder ihrer Umgebungen als bekannt voraus- 
setzt, ergibt einen Schatzwert fur v/,  der besonders dann 
gut ist, wenn die Varianz der Verteilung klein ist (das Um- 
gebungsprin~ip['.~'). 

Die Untersuchung von geeigneten Wahrscheinlichkeits- 
verteilungen (vgl. Abschnitt 2.7) fuhrt direkt zur Definition 
der Umgebungen von Strukturinvarianten. Definitionen 
werden hier nur fur das Triplett v3 und das Quartett v4 
angegeben, jedoch sind inzwischen Methoden zur Defini- 
tion von Umgebungen fur alle Strukturinvarianten be- 
kannt[3. 10. 1 1 1  

2.5.1. Die erste Umgebung des Tripletts yt3 

H, K und L seien drei reziproke Gittervektoren, die 
Gleichung (9) erfiillen. Dann ist ty3 [GI. (8)] eine Struktur- 
invariante, und ihre erste Umgebung besteht definitionsge- 
mlB aus drei GroBen: 

2.5.2. Die Umgebungen des Quartetts dy, 

Die erste Umgebung 

H, K, L und ,M seien vier reziproke Gittervektoren, die 
die Gleichung (11) erfullen. Dann ist ty4 [GI. (lo)] eine 
Strukturinvariante, und ihre erste Umgebung besteht deft- 
nitionsgemaB aus den vier GroBen 

Die vier GroBen in (15) heil3en die Hauptterme des Quar- 
tetts ty4. 

Die zweite Umgebung 

Die zweite Umgebung des Quartetts w4 besteht defini- 
tionsgemal3 aus den vier in (1 5) angegebenen und den drei 
zusstzlichen GroBen 

d. h. aus insgesamt sieben Werten fur I E I. Die drei Werte 
von (16) heiBen die gemischten (oder Cross-)Terme des 
Quartetts v4. 

2.6. Das Erweiterungskonzept 

Durch Einbeziehung der Struktursemiinvarianten T und 
ihrer symmetrieabhangigen Varianten in geeignete Struk- 
turinvarianten Q erhalt man die Erweiterungen Q der Se- 
miinvarianten TI']. Wegen der raumgruppenabhangigen 
Beziehungen zwischen den Phasen ist die Verknupfung 
von T mit ihren Erweiterungen angebbar. Dadurch wird 
die Theorie der Struktursemiinvarianten auf die der Struk- 
turinvarianten zuriickgefiihrt ; vor allem sind die Umge- 
bungen von T uber die Umgebungen der Erweiterungen 
von T definiert. Das Vorgehen wird nur fur die Zweipha- 
sen-Struktursemiinvariante der Raumgruppe Pi, die als 
Muster fur Struktursemiinvarianten allgemein in allen 
Raumgruppen, zentrosymmetrisch oder nicht, dienen soil, 
ausfuhrlich besprochen. 

I*] In diesem der Erweiterung der Theorie der Strukturinvarianten vorbehal- 
tenen Abschnitt wird voriibergehend das allgemeine Symbol y~ durch die 
Symbole T bzw. Q ersetzt. 
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2.6.1. Die Zweiphasen-Struktursemiinvariante in Pi 

Wie bereits gezeigt (Abschnitt 2.3), ist die Linearkombi- 
nation zweier Phasen 

in Pi genau dann eine Struktursemiinvariante, wenn die 
drei Komponenten des reziproken Gittervektors H + K 
alle geradzahlig sind, denn dardus folgt, daR alle Komponen- 
ten jedes der vier reziproken Gittervektoren +( f H f K )  
ganzzahlig sind. Dariiber hinaus sind in dieser Raum- 
gruppe alle Strukturfaktoren reell und alle Phasen entwc- 
der 0" oder 180". 

2.6.2. Die Enveiterungen von T 

Man bezieht die Zweiphasen-Struktursemiinvariante T 
[GI. (17) und ihre symmetrieverwandte Variante 

in die jeweiligen Quartetts ein 

Mit den Gleichungen (17) und (18) und den raumgruppen- 
abhangigen Beziehungen zwischen den Phasen kann sehr 
schnell verifiziert werden, daB Q und Q, in der Tat (spe- 
zielle) Vierphasen-Strukturinvarianten (Quartetts) sind und 
daB gilt 

T =  TI = Q= QI (21) 

Die Quartetts Q und Q, werden Erweiterungen der Semiin- 
varianten T genannt. Dadurch wird die Theorie der Zwei- 
phasen-Struktursemiinvarianten T auf die der Quartetts 
zuriickgefiihrt; d. h. die Umgebungen von T sind in Form 
der Umgebungen des Quartetts definiert. 

2.6.3. Die ersten Umgebungen der Erweiterungen 

Da zwei der Phasen des Quartetts Q [GI. (19)] identisch 
sind, sind nur drei der vier Hauptterme voneinandcr 
verschieden. Die erste Umgebung besteht demzufolge aus 

(211) 

Analog ist die erste Umgt-ung der Erweiterung Q, [GI. 
(20)] durch die drei GroBen 

definiert. 

2.6.4. Die emte Umgebung von T 

Die erste Umgebung der Zweiphasen-struktursemiinva- 
rianten T besteht definitionsgemafi aus der Vereinigungs- 
menge der ersten Umgebungen ihrer Erweiterungen, d. h. 
im Fall von (22) und (23) aus den vier GroBen 

2.7. Die Liisungsstrategie 

Man beginnt mit dem Gleichungssystem (5). Durch 
Gleichsetzen der Real- und Imaginarteile von ( 5 )  erhllt 
man fur jeden reziproken Gittervektor H zwei Gleichun- 
gen. Die GroBen IEl und die atomaren Streufaktoren fj 
werden als bekannt vorausgesetzt. Die Unbekannten sind 
die atomaren Ortsvektoren rj und die Phasen 4". Da das 
Gleichungssystem (5) redundant ist, werden ublicherweise 
mit Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung die unbe- 
kannten Ortsvektoren rj eliminiert und so Beziehungen 
zwischen den unbekannten Phasen QH erhalten, die mit ei- 
ner gewissen Wahrscheinlichkeit giiltig sind. 

Man wahlt eine endliche Anzahl reziproker Gittervekto- 
ren H, K, . . . so aus, d a 5  die Linearkombination der zuge- 
horigen Phasen 

v = h  +$K + ... (25) 

eine Strukturinvariante oder -semiinvariante ist, deren 
Wert man abschatzen mochte. Man wlhlt weitere rezi- 
proke Gittervektoren H', K', .. . so, daB die Menge der 
Gr6Ren 

eine Umgebung von ty bildet. Die atomaren Ortsvektoren 
rj werden als einfache Zufallsvariable betrachtet, die 
gleichmlBig und unabhlngig voneinander verteilt sind. 
Dann sind die GroRen IEHI,IEKI ,... ; IEH.l,IEK.l ,... und 
die Phasen QH, QK, . . .; #Ha, 4K., . . . der komplexen, norma- 
lisierten Strukturfaktoren EH, E K ,  .. .; EH,, EK,, . .. als 
Funktionen der Ortsvektoren rj [GI. (5)] selbst Zufallsva- 
riablen, und man kann ihre Gesamtwahrscheinlichkeitsver- 
teilung P bestimmen. Aus dieser Verteilung P kann die be- 
dingte Gesamtwahrscheinlichkeitsverteilung 

der Phasen $H. 4K, ... erhalten werden, wenn die GroBen 
&I, IEKI, ... ; IEHnl, IEK,l, ... gegeben sind. Dazu werden 
in P die bekannten GroBen konstant gehalten, und es wird 
iiber die unbekannten Phasen QH,, 4K,, ... von 0" bis 360" 
integriert und mit einem geeigneten Normierungsfaktor 
multipliziert. Die Verteilung (27) fiihrt direkt zur bedingten 
Wahrscheinlichkeitsverteilung 

der Strukturinvarianten und -semiinvarianten w, wobei 
man voraussetzt, daR die Gr6Ren in (26) eine Umgebung 
von ty bilden. SchlieRlich erhalt man aus der Verteilung 
(28) einen Schatzwert fur w, der bei kleiner Varianz von 
(28) sehr gut ist. 
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2.8. Abschatzung des Tripletts in P 1 

Die drei reziproken Gittervektoren H, K und L sollen 
die Gleichung (9) erfiillen. Zur Definition der ersten Um- 
gebung des Tripletts yr3 [GI. (8)] siehe Abschnitt 2.5.1 und 
zu wahrscheinlichkeitstheoretischen Aspekten Abschnitt 
2.7. 
R,, R2 und R3 seien drei bekannte, nicht-negative Zah- 

len. Durch 

werde die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung be- 
schrieben, wobei die drei GroBen in der ersten Umgebung 
des Tripletts durch 

gegeben sind. Folgt man dann dem in Abschnitt 2.7 be- 
schriebenen Weg, erhalt man['] 

worin 

I,, ist die modifizierte Bessel-Funktion, und 6. wird durch 
Gleichung (7) definiert. Da A > 0 gilt, hat ein einziges 
Maximum, und zwar bei y=O", und es ist klar, da13 die 
Varianz der Verteilung mit zunehmendem Wert von A klei- 
ner wird (siehe Abb. 1 rnit A=2.316; Abb. 2 mit A=0.731). 
Folglich fuhrt die Verteilung in den Fallen, in denen A 
groR ist (beispielsweise A > 3), zu einem verlafllichen 
Schatzwert fur die Strukturinvariante v3, der hier Null 
ist. 

yl,=O" wenn A groR (32) 

Weiterhin gilt, daB die Aussage (32) um so wahrscheinli- 
cher ist, je grofler der Wert von A ist. Diese Beziehung hat 
sich als bemerkenswert niitzlich erwiesen, obwohl ihre An- 
wendung eng begrenzt ist, d a  sie nur den SchiItzwert 0" fur 
yr3 angeben kann und diese Abschatzung nur fur groBe A 
(die giinstigen Falle) verla13lich ist. 

-180 -160 -b1~-120 -100 -80 -60 -40 -20 x )  40 60 80 no 120 140 160 180 

*["I - 
Abb. I .  Die Verteilung PI,> [GI. (30)l rnit A=2.316. 

I 
Q 

l , , , , , , , , ,  

lo] - -180 -160 440 -120 -1M -80 -60 -40 -20 20 40 60 80 1 0 0  IM 140 160 180 

Abb. 2. Die Verteilung [GI. (30)] mit A=0.731. 

Es sollte nicht unerwlhnt bleiben, daB eirie mit (30) eng 
verwandte Verteilung direkt zur Tangentenformel fiihrt['*], 
die von Anwendern der Direkten Methoden universe11 ein- 
gesetzt wird. 

Hierin kennzeichnet h einen fixierten reziproken Gitter- 
vektor. Die Mittelwerte werden iiber den gleichen Satz von 
Vektoren K im reziproken Raum gebildet, wobei man sich 
iiblicherweise auf diejenigen Vektoren K beschrankt, fur 
die lEKl und IEhPKI beide groB sind sowie sin(#,) und 
COS(#~) dieselben Vorzeichen besitzen wie der ZIhler bzw. 
Nenner auf der rechten Seite. Die Tangentenformel wird 
im allgemeinen zur Verbesserung und Erweiterung eines 
als bekannt angenommenen Basissatzes von Phasen be- 
nutzt. 

2.9. Abschatzung des Quartetts in P 1 

Zwei bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden 
beschrieben: Fur die erste setzt man die vier GroOen I El in 
der ersten Umgebung des Quartetts (siehe (15)) als bekannt 
voraus und fur die zweite die sieben I El-Werte in der zwei- 
ten Umgebung (siehe (15) und (16)). 

2.9. I .  Die erste Umgebung 

H, K, L und M seien vier reziproke Gittervektoren und 
erfiillten Gleichung (1 1). Bezuglich der ersten Umgebung 
des Quartetts y4 [GI. (lo)] siehe Abschnitt 2.5.2 und beziig- 
lich des wahrscheinlichkeitstheoretischen Hintergrundes 
Abschnitt 2.7. Mit den vier bekannten, nicht-negativen 
Zahlen R,, R2, R3 und & wird durch 

die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung des Quartetts 
ty4 beschrieben, wobei die vier Graflen seiner ersten Umge- 
bung durch 

gegeben sind. Dann gilt 
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worin 

(35) 

(T, ist wieder durch Gleichung (7) definiert. Somit ist P, 
formal identisch mit nur daB A durch B ersetzt wur- 
de. Folglich gelten die Anmerkungen zu auch fur P, ,: 
nur ein einziges Maximum, und zwar bei v=O" fiir PI .,, 
so daB der wahrscheinlichste Wert fur y4, wenn die vier 
GroBen (34) in seiner ersten Umgebung bekannt sind, 
Null ist; mit zunehmendern Wert von B auch zunehmende 
Wahrscheinlichkeit fur diesen Wert Null. Da B-Werte 
(Ordnung 1/N) zumindest fur groBe N (=Zahl der Atome) 
im allgemeinen kleiner sind als A-Werte (Ordnung l/{N ), 
ist der Schatzwert Null fur y4 weniger verllBlich als fur 
v3. 

Das Ziel, einen verlaBlichen, von Null verschiedenrn 
Schatzwert fur eine Strukturinvariante zu erhalten, ist mit 
Gleichung (35) noch nicht erreicht. Der entscheidende 
Schritt in diese Richtung wird vielmehr im nachsten Kapi- 
tel behandelt. 

2.9.2. Die zweite Umgebung 

Hierfiir verwendet man die gleiche Bezeichnungsweke 
wie in Abschnitt 2.9.1, bezieht sich aber nun fur die zweite 
Umgebung des Quartetts y4 auf Abschnitt 2.5.2. R1, R2, R,, 
%, RI2, Rz3 und R31 seien sieben nicht-negative Zahlen, 

bezeichne die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung des 
Quartetts y4, und die sieben Gr6Ben in seiner zweiten Um- 
gebung lauten 

Dann gilt 17-91 

1 
L P1,,=-exp(-2B'cos~)x 

worin 

bedeuten. on ist durch Gleichung (7) definiert, und L is t  
ein von w unabhiingiger Normierungsfaktor, der fur das 
Folgende nicht benotigt wird. 

Die Abbildungen 3-5 zeigen die Verteilung (38) (durch- 
gezogene Linie) fur typische Werte der sieben Parameter in 
(36) und (37). Zum Vergleich ist auch die Verteilung (35) 
(gestrichelte Linie) dargestellt. Da die GroBen I El einer 
existierenden Struktur mit N = 29 entnommen wurden, ist 
auch ein Vergleich mit dem wahren Wert des Quartetts 

Abb. 3. Die Verteilungen (38) (-) und (35) (- -) fiir folgende Werte der 
sieben Parameter in (36) und (37): R, = 3.034, R2 = 2.766, R, = 2.217, 
R- 1.805, RI2=2.918, R2,=0.933, R,, -2.863. Der wahrscheinlichste Well 
von (38) ist hier bei w = O o ,  von (35) wie immer bei v=O". 

I -- --_-__ _-___--*-r  '. ~ 

- 1 8 0  -I&-140 -120 -& -&I -& -40 -20 ib 40 60 80 &I l&3 & <60 I& 

y 101 - 
Abb. 4. Die Verteilungen (38) (-) und (35) (---) fur folgende Werte der sie- 
ben Parameter in (36) und (37): Rl=2.918, R2=2.863, R,=2.276, R- 1.733, 
Rt2=  1.631. RZ3=0.223, R3, = 1.540. Der wahrscheinlichste Wen von (38) is1 
hier bei qr= f 105". von (35) wie immer bei w=O".  

m6glich. Es wurde bereits darauf hingewiesen, daB die 
Verteilung (35) stets ein einziges Maximum fur y=O" be- 
sitzt. Die Verteilung (38) hingegen kann fur y=O", 180" 
oder auch fiir jeden Wert zwischen diesen beiden maximal 
werden (Abb. 3-5). In erster Naherung liegt das Maximum 
von (38) dann bei y=O" oder 180", wenn die drei Parame- 
ter RI2, Rz3 und Rs, entweder alle groB oder alle klein sind. 
Die Abbildungen zeigen auch deutlich die Verbesserun- 
gen, die man erhllt, wenn zusatzlich zu den vier Gr6Ben 
(36) die drei GroDen (37) als bekannt angenommen wer- 
den. Fur den Spezialfall 
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Abb. 5 .  Die Verteilungen (38) (-) und (35) (---) fur folgende Werte der sie- 
ben Parameter in (36) und (37): R I =  1.408, R2= 1.592, R3=2.672, %= 1.770, 
RI2=0.157, RZ3=O.425, RJI=0.385. Der wahncheiniichste Wert von (38) ist 
hier bei w= 180". von (35) wie immer bei w=O". 

reduziert sich die Verteilung (38) auf 

(44) 
1 
L PI,, = -exp(-2B'cosyl) 

die ein einziges Maximum, und zwar bei v= 180" (Abb. S), 
hat. 

2.10. Abschatzung der Zweiphasen-Struktursemiinvariante 
in pi 

H und K seien zwei reziproke Gittervektoren derart, 
daR die drei Komponenten von H + K  geradzahlig sind. 
Dann ist die Linearkombination T (siehe FuRnote in Ab- 
schnitt 2.6) der beiden Phasen [GI. (17)] eine Struktursemi- 
invariante. Zu den vier GroBen der ersten Umgebung von 
Tin (24) siehe Abschnitt 2.6.4 und fur den wahrscheinlich- 
keitstheoretischen Hintergrund Abschnitt 2.7. R,, R2, rI2 
und r,i sollen vier nicht-negative Zahlen sein. In dieser 
Raumgruppe besitzt jede Phase entweder den Wert 0" oder 
180", so daB auch T gleich 0" oder 180" wird und somit 
die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung von T, die vier 
GroBen der ersten Umgebung von T als bekannt vorausge- 
setzt, diskret ist. P, und P- bezeichnen die Wahrschein- 
lichkeiten fur T=O" bzw. 180", wobei die vier GroBen der 
ersten Umgebung gegeben sind durch 

(45) 

Im Spezialfall N identischer Atome in der Einheitszelle 
fuhrt die in Abschnitt 2.7 beschriebene Losungsstrategie 
21112' 

wobei jeweils die oberen und unteren Vorzeichen zusam- 
mengehoren und fur M gilt 

Unter der Annahme, R, und R2 seien beide groR, kann 
leicht gezeigt werden, dab P, % 1/2 ist, wenn sowohl rI2 
als auch r l i  groR sind, und daR P, < 1/2 ist, wenn nur ei- 
ner der r-Werte groR ist. Somit ist T=O" oder 180" (die 
gunstigen Falle des Umgebungsprinzips fur T). 

3. Die Verkniipfung Direkter Methoden mit der 
anomalen Dispersion 

3.1. Einleitung 

Der Uberblick uber die klassischen Direkten Methoden, 
die in den Abschnitten 1 und 2 beschrieben wurden, kann 
leicht fur den Fall verallgemeinert werden, daR die atoma- 
ren Streufaktoren willkurliche, komplexe Funktionen von 
(sinO)/A sind, d.h. fur den Fall eines oder mehrerer an- 
omaler Streuer. Wieder spielt das Umgebungsprinzip eine 
entscheidende Rolle. Die Endergebnisse der Wahrschein- 
lichkeitstheorie fur die Zwei- und Dreiphasen-Strukturin- 
varianten werden im folgenden kurz zusammengefant. Da- 
bei wird besonders die bedingte Wahrscheinlichkeitsvertei- 
lung der Zwei- und Dreiphasen-Strukturinvarianten bei 
vorgegebenen GroRen IEl in ihrer ersten Umgebung be- 
schrieben. Aus den Verteilungen erhalt man Schatzwerte 
fur diese Invarianten, die vor allem in den Fallen gut sind, 
in denen die Varianzen der Verteilungen klein sind (das 
Umgebungsprinzip). Es ist insbesondere bemerkenswert, 
daR diese Schatzwerte im gesamten Bereich von - 180" bis 
+ 180" eindeutig sind. An einem Beispiel wird gezeigt, daR 
man rnit dieser Methode eindeutige Schatzwerte fur Zehn- 
tausende von Strukturinvarianten rnit beispielloser Genau- 
igkeit sogar im makromolekularen Fall erhalten kann. Da- 
her durfte die Kombination der klassischen Techniken der 
Direkten Methoden rnit der anomalen Dispersion die Lo- 
sung von Kristallstrukturen vereinfachen, die einen oder 
mehrere anomale Streuer enthalten. 

Die meisten Kristallstrukturen rnit 80-100 unabhangigen 
Nichtwasserstoffatomen sind heutzutage mehr oder weni- 
ger routinemaRig rnit den Direkten Methoden losbar. An- 
dererseits ist schon lange bekannt122-241, daR die Anwesen- 
heit eines oder mehrerer anomaler Streuer die Losung des 
Phasenproblems vereinfacht, und neuere Arbeiten['6-201 
fuhren unter Verwendung der Bijvoet-Ungleichungen und 
der doppelten Patterson-Funktion auf lhnlichem Weg zu 
Schatzwerten fur die Sinus von Dreiphasen-Strukturinvari- 
anten. Auch eine friihere Arbeit von Rossmann12'1, in der er 
uber die Differenzsynthese ( I  FHI -I F R I ) ~  die anomalen 
Streuer lokalisierte, und die Lasung der Crambin-Struktur 
nach diesem Verfahrenl"] zeigen, da13 die Anwesenheit an- 
omaler Streuer die Kristallstrukturbestimmung erleichtert. 
Diese Arbeiten zeigen deutlich, daR die Kombination der 
Techniken der Direkten Methoden rnit der anomalen Di- 
spersion verbesserte Methoden zur Phasenbestimmung lie- 
fern sollte. Diese im folgenden beschriebene Verschmel- 
zung fuhrte zu der erwarteten Verbesserung, wie die Tabel- 
len 1 und 2 sowie Abbildung 6 zeigen. Die neuen Glei- 
chungen fuhren nicht nur zu verbesserten Schatzwerten fur 
die Strukturinvarianten, sondern, was wesentlich wichtiger 
ist, beseitigen die in allen friiheren Arbeiten auftretende 
Zweideutigkeit, da die resultierenden Verteilungen im ge- 
samten Interval1 von - 180" bis + 180" unimodal sind. Die 
Auflosung dieser Zweideutigkeit beruht wohl darauf, daR 
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man nun die einzelnen Gronen in der ersten Umgebung 
der Strukturinvarianten nutzen kann und die explizite Ah- 
hangigkeit von den Bijvoet-Differenzen vermeidet, deren 
Verwendung in allen fruheren Arbeiten offensichtlich LU 
einem lnformationsverlust fuhrte, aus dem die Zweideutig- 
keit der Schatzwerte der Strukturinvarianten resultierte. In 
den fruheren Arbeiten konnte unter Beriicksichtigung der 
anomalen Dispersion nur der Sinus der Invarianten abge- 
schatzt werden, bei Abwesenheit von anomalen Streuern 
dagegen nur ihr Cosinus. Mit den hier beschriebenen Er- 
gebnissen konnen nun beide, der Sinus und der Cosinus, 
d. h. die Invariante selbst, abgeschatzt werden. Da bei An- 
wesenheit von anomalen Streuern die beobachteten Inten- 
sitaten bekanntermal3en eindeutig ein Enantiomorph und 
damit die Werte fur alle Struktursemiinvarianten bestim- 
men, hatte man Formeln der anschlienend beschriebenen 
Art eigentlich erwarten sollen. Trotzdem wurde nicht ein- 
ma1 die Moglichkeit ihrer Existenz vorhergesagt. 

3.2. Die normalisierten Strukturfaktoren 

Bei Anwesenheit von anomalen Streuern werden die 
normalisierten Strukturfaktoren 

definiert durch 

wobei 

der (im allgemeinen komplexe) atomare Streufaktor (ah 
Funktion von IHI und j) des j-ten Atoms ist, rj seinen Orts- 
vektor symbolisiert, N die Anzahl der Atome in der Ein- 
heitszelle bedeutet und 

ist. Fur einen normalen Streuer gilt SjH = 0, fur ein anomal 
streuendes Atom entsprechend tijH # 0. Wegen der Anwc- 
senheit anomaler Streuer besitzen die atomaren Streufak- 
toren f j H  als Funktionen von (sinB)/A noch nicht einmal 
annahernd dasselbe Aussehen for unterschiedliche Atome. 
Somit kann die Abhangigkeit von fjH von IHI im Gegen- 
satz zu der beim Fehlen anomaler Streuer ublichen Praxis 
nicht vernachliIssigt werden. Daher wutde der Index H in 
den Symbolen f j H  und aH [GI. (52)] nicht weggelassen. 

Der reziproke Gittervektor H sol1 im folgenden kon- 
stant gehalten und die atomaren Ortsvektoren rj als einfa- 
che Zufallsvariable betrachtet werden, die gleichmlflig 
und unabhangig voneinander verteilt sind. Dann ist EH als 
Funktion der einfachen Zufallsvariablen rj [GI. (5011 selbst 
eine Zufallsvariable, und es ergibt sich 

3.3. Die Zweiphasen-Strukturinvariante 

Die Zweiphasen-Strukturinvariante, zu der bei Abwe- 
senheit anomaler Streuer kein Analogon existiert, ist defi- 
niert durch 

3.3.1. Die erste Umgebung 

Die erste Umgebung der Zweiphasen-Strukturinvariante 
w [GI. (SS)] besteht definitionsgemafi aus den zwei Gro- 
Ben 

( 5 5 )  

die wegen der Ungiiltigkeit des Friedel-Gesetzes im allge- 
meinen verschieden sind. 

3.3.2. Absch&ung der Zweiphasen-Struktvariante 

Man definiert C H  und SH durch 

wobei fjH, SjH und aH in den Gleichungen (51) bzw. (52) 
definiert wurden, sowie X und 5 iiber 

R und R seien konstante, nicht-negative Zahlen. Aus den 
Gleichungen (48) bis (50) folgt, daB die Zweiphasen-Struk- 
turinvariante (4" +h) als Funktion der einfachen Zufalls- 
variablen rj selbst eine Zufallsvariable ist. Mit P(yl  R,K) 
wird die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zwei- 
phasen-Strukturinvarianten ($H + h) bezeichnet, wobei 
die beiden GroDen in der ersten Umgebung durch 

gegeben sind. Dann folgt['. 12] 

P(WIR,R)=  [Znl. (-)] 2 R K X  -I exp [ s c o s ( ~ y + n ]  (61) 
1 - X 2  

wobei die durch die Gleichungen (56)-(59) definierten 
GroBen X und 5 als Funktionen der als bekannt angenom- 
menen (komplexen) atomaren Streufaktoren f j H  betrachtet 
werden. Es sei hier angemerkt, da13 die Verteilung (61) die- 
selbe Form wie die Verteilung (30) hat, nur bei -5 statt bei 
0 zentriert ist. Da das absolute Maximum von (61) bei 
w= -5 erreicht wird, folgt 
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vorausgesetzt, die Varianz der Verteilung ist klein, d. h. 

ist grol3. Es sol1 nicht unerwahnt bleiben, daB, wahrend A 
von R, R und IH I abhlngt, 5 fur eine bestimmte chemische 
Zusammensetzung nur eine Funktion von IHI (oder 
(sinB)/il) und damit unabhangig von R und ist. 

3.4. Die Dreiphasen-Strukturinvariante 

H, K und L seien im folgenden konstant gehaltene rezi- 
proke Gittervektoren, die die Bedingung 

H + K + L = O  (64) 

erfiillen. Wegen der Ungiiltigkeit des Friedel-Gesetzes gibt 
es hier ganz im Gegensatz zum Fall ohne anomale Streuer 
acht Dreiphasen-Strukturinvarianten: 

3.4.1. Die erste Umgebung 

Die erste Umgebung jeder der Dreiphasen-strukturinva- 
rianten [GI. (65)-(72)] besteht definitionsgemiB aus sechs 
GroBen 

die wegen der Ungiiltigkeit des Friedel-Gesetzes nicht 
paarweise gleich sind. 

3.4.2. Der wahrscheinlichkeitstheoretische Hintergmnd 

Man halt die reziproken Gittervektoren H, K und L un- 
ter Beachtung von Gleichung (64) konstant und setzt die 
sechs nicht-negativen Zahlen R,, R2, R3, Ri, Rj und Rj als 
bekannt voraus. Das N-dimensionale kartesische Produkt 
W bestehe definitionsgemaB aus allen geordneten N-Tu- 
peln ( r  r2, . . ., IN), wobei r r2, . . ., rN die atomaren Orts- 
vektoren sind. Man nimmt weiterhin an, daB das N-Tupel 
(II,  r2, ..., rN) eine einfache Zufallsvariable ist, die gleich- 
maBig iiber die gesamte durch 

(74) 

(75) 

definierte Teilmenge von W verteilt ist. Die normalisierten 
Strukturfaktoren E sind dabei durch Gleichung (49) defi- 

niert. Dann sind die acht Strukturinvarianten [GI. (65)- 
(72) 

als Funktionen der einfachen Zufallsvariablen 
( r I ,  r2, . . ., rN) selbst Zufallsvariablen. 

Unser eigentliches Ziel ist die Bestimmung der beding- 
ten Wahrscheinlichkeitsverteilung jeder der Dreiphasen- 
Strukturinvarianten [GI. (65)-(72)] fur vorgegebene Werte 
der sechs GrbBen in (74) und (75). Dies kann bei kleiner 
Varianz der Verteilung zu einem verlafilichen Schatzwert 
fiir die Invariante fiihren (das Umgebungsprinzip). 

3.4.3. Abschatzung der Dreiphasen-Stmkturinvuriante 

Die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung fur jedes yj, 
die Kenntnis der sechs GraBen in (73) vorausgesetzt, soll 
durch 

symbolisiert werden. Dann ist das eigentliche Ergebnis 
dieses Beitrags eine sehr einfache Gleichung['. 12] 

Pj(w) = lexp[Ajcos(yl-wj)] Q = O ,  1,2,3,0,1,2,3) - - - _  
4 (78) 

deren Parameter Kj, Aj und wj als Funktionen der als be- 
kannt angenommenen komplexen Streufaktoren f , H ,  fjK 

und fjL und der beobachteten GroBen I E H I ,  IEKI, IELI, 
IEHI, IEnl und l E ~ l  in der ersten Umgebung der Invarian- 
ten ausgedriickt werden konnen. Da die Kj- und Aj-Werte 
positiv sind, ist (78) bei y=oj maximal. Somit erhllt man, 
wenn die Varianz der Verteilung (78) klein, d. h. A, grol3 ist, 
den verlal3lichen Schatzwert 

(79) 

fur die Strukturinvariante y,. Es soll betont werden, da13 
der Schatzwert (79) im gesamten Bereich von - 180" bis 
+ 180" eindeutig ist. Weder werden Vorkenntnisse iiber 
die anomalen Streuer benbtigt, noch miissen diese iden- 
tisch sein. 

3.4.4. Anwendungen 

Mit den als bekannt vorausgesetzten Koordinaten des 
RCIge-Derivats des Proteins Cytochrom q5,, aus Paracoc- 
ms denirri3cans [261 (Molekulargewicht M, = 14 500, Raum- 
gruppe P212,21, Auflasung 2.5 A) wurden ca. 8300 norma- 
lisierte Strukturfaktoren E berechnet. Zusatzlich zu den 
anomal streuenden Atomen R und C1 enthalt die Struktur 
ein Fe-Atom und sechs S-Atome, die bei der verwendeten 
Wellenlange (Cu,,) ebenfalls anomal streuen. Unter Ver- 
wendung der Phasen r$hkl, die zu den 4000 groBten IEhkll- 
Werten mit hkl f 0 gehbren, wurden die Dreiphasen-Struk- 
turinvarianten wj [GI. (65)-(72)] erzeugt und die zur Auf- 
stellung der Verteilung (78) benotigten Parameter wj und 
A, berechnet. Alle Rechnungen wurden auf einem VAX- 
1 11780-Rechner durchgefiihrt, wobei mit doppelter Ge- 
nauigkeit (ungeftihr 15 giiltige Stellen) gerechnet wurde, 
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Tabelle 1. 21 Sch&zwerte w, der Strukturinvarianten v, des F'tCI:O-Derivats von Cytochrorn csso, ausgewtihlt aus den ersten 2000. 

wahrer Gr(il3e des j IEHI IEAI IErl IEKI IELI IEEI AJ Schatzwert 
wJ VJ Wen von Fehlers 
["I WJ ["I Iw,-w,I ["I 

1 
100 
200 
300 
400 
500 
600 
700 
800 
900 

1000 
I loo 
I200 
1300 
1400 
1500 
1600 
I700 
1800 
1900 
2000 

2.17 
1.91 
1.91 
2.36 
2.17 
1.85 
2. I7 
I .39 
1.41 
1.88 
I .29 
I .34 
1.56 
1.98 
1.56 
2.38 
1.91 
1.91 
2.38 
2.38 
0.85 

2.04 
2.06 
2.06 
2.48 
2.04 
1.94 
2.04 
1.28 
1.57 
1.98 
1.43 
I .48 
1.69 
2.07 
1.67 
2.50 
2.06 
2.06 
2.50 
2.50 
0.67 

0.89 
1.61 
I .% 
1.56 
1.34 
0.85 
0.92 
0.85 
1.61 
1.28 
0.79 
I .34 
1.41 
2.08 
1.41 
1.91 
1.34 
2.02 
1.61 
1.63 
0.97 

1.03 
1.49 
2.06 
I .69 
1.48 
0.67 
1.04 
0.67 
1.49 
1.15 
0.71 
1.22 
1.57 
1.94 
1.57 
2.06 
1.22 
2.12 
1.49 
1.70 
0.83 

0.85 
0.85 
1.41 
0.82 
1.28 
0.78 
0.86 
0.87 
0.7 1 
0.85 
0.85 
1.25 
0.98 
1.08 
1.24 
0.74 
0.72 
2.15 
0.78 
1.81 
1.02 

0.67 
0.67 
1.57 
0.68 
1.15 
0.92 
0.70 
0.75 
0.85 
0.67 
0.67 
1.16 
0.90 
1.21 
1.33 
0.64 
0.83 
2.24 
0.90 
1.93 
1.09 

6.92 
5.62 
4.83 
4.52 
4.3 1 
4.21 
4.10 
4.02 
3.93 
3.87 
3.80 
3.76 
3.72 
3.68 
3.63 
3.59 
3.55 
3.51 
3.46 
3.43 
3.42 

- 58 
148 

- 79 
52 
79 
56 

146 
- 72 

70 
104 

- 88 
- 72 

73 
- 161 
- 72 

84 
- 6 4  
- 6 4  

78 
63 

- 96 

- 88 
130 

- 121 
2 

96 
42 

148 
- 68 

50 
96 

- 138 
- 126 

78 
- 124 
- 3  

77 
- 94 
- 72 

82 
123 

- 126 

30 
18 
42 
50 
17 
14 
2 
4 

20 
8 

50 
54 

5 
37 
69 
7 

30 
8 
4 

60 
30 

um Rundungsfehler zu eliminieren. Die Werte fur Aj wur- 
den in absteigender Ordnung sortiert und mit jedem hun- 
dertsten der ersten 2000 Werte wurde Tabelle 1 erstellt. 
Die hachsten 60000 Werte liegen der Tabelle 2 zugrunde. 

Tabelle 1 enthalt 21 A,-Werte (wie beschrieben aus 
den ersten 2000 Werten ausgewahlt), die zugehorigen 
Schltzwerte wj der Invarianten wj, die wahren Werte von 
v, und die Betrage der jeweiligen Fehler Iwj - v,l. Auch die 
GraBe der sechs IEl-Werte in der ersten Umgebung der ru- 
gehorigen Invariante sind angegeben. Tabelle 2 gibt den 
Betrag des mittleren Fehlers 

in neun zunehmend gr6Beren Gruppen fur die 60000 ver- 
1lDlichsten Schitzwerte wj der Invarianten yj an. 

Tabelle 2. Mittlerer Fehler der hOchsten 60000 Schatzwerte der Drciphdwn- 
Strukturinvarianten des PtC1:e-Derivab von Cytochrorn cssn. zusarnrnenge- 
faDt zu neun Gruppen 

Zahl der A-Werte Mittlerer Mittlcrer 
in der Gruppe Wett von A Fehlcr [ I 

- 

loo 6.01 27.9 
500 4.90 29.3 

1000 4.44 28 8 
2000 4.02 28.0 
5000 3.49 31.4 

10000 3.09 33.8 
20000 2.71 36. I 
40000 2.35 38.6 
60000 2.15 39.8 

. _  

Die Tabellen 1 und 2 zeigen erstens, daD wegen der un- 
erwartet groDen Zahl groDer Aj-Werte unsere Gleichunpen 
verllRliche (und eindeutige) Schatzwerte fur Zehntausende 
Dreiphasen-Strukturinvarianten liefern. Zweitens liepen 
die Invarianten. die am verlill3lichsten abgeschatzt werden 
konnten, beliebig im Bereich zwischen - 180" und + JXO" 
und scheinen gleichmal3ig uber diesen Bereich verteilt zu 

sein. SchlieDlich geharen im Gegensatz zum Fall ohne an- 
omale Streuer die Invarianten mit den verlaDlichsten 
Schgtzwerten nicht notwendigerweise zu den starksten Re- 
flexen, sondern zu Reflexen mit mittlerer Intensitat (Spal- 
ten 2-7 in Tabelle 1). 

.. ' / .  
. / _ '  

.,'. . 
/ 

- 1 8 0 1 - -  . , . . . . .~~.-. . . . 
4 2 0  -180 -140 -lw -60 -20 0 x) 60 *x) 140 180 220 

yr ["I - 
Abb. 6. Graphische Darstellung der Streuung von w, urn vi. Hicrbei wurden 
die Wertepaare von 201 Invarianten. jede zehnte der ersten 2000 des 
PtCI:'-Derivats von Cytochrorn c15,,. und die Gerade oj = V, dargestellt. 

Abbildung 6 zeigt die Streuung der oj-Werte um die vj- 
Werte fur das PtCI:e-Derivat von Cytochrom csso. HierfUr 
wurden 201 Invarianten Cjede zehnte der ersten 2000) und 
die Gerade wj = yj benutzt. Die oj-Werte scheinen objek- 
tive SchBtzwerte der Invarianten wj zu sein, da die Punkte 
gleichmlDig um die Gerade verteilt sind. 

3.4.5. Abschliepende Bemerkungen 

In diesem Beitrag wird das Ziel, die Techniken der Di- 
rekten Methoden mit der anomalen Dispersion zu ver- 

Angew. Chem. 98 (1986) 600-610 609 



kniipfen, erreicht. Speziell wird die bedingte Wahrschein- 
lichkeitsverteilung der Dreiphasen-Strukturinvarianten er- 
halten, wobei die sechs GroBen in ihrer ersten Umgebung 
als bekannt angenommen werden. Im gunstigen Fall klei- 
ner Varianz der Verteilung fuhrt die Verteilung zu einem 
verlBIjlichen Schatzwert fur die Invariante (das Umge- 
bungsprinzip). Es ist besonders bemerkenswert, daB ganz 
im Gegensatz zu allen friiheren Arbeiten der Schatzwert im 
gesamten Interval1 ( -  180°, + 180") eindeutig ist und je- 
den Wert aus diesem Bereich annehmen kann (sogar Werte 
in der Nahe von f90" oder 180"). Die ersten Anwendun- 
gen bei fehlerfreien Beugungsdaten zeigen, da8 in einem 
typischen Fall Zehntausende von Dreiphasen-Strukturin- 
varianten mit beispielloser Genauigkeit sogar fur makro- 
molekulare Strukturen abgeschatzt werden konnen. Einige 
vorlaufige Berechnungen mit einer Reihe von Strukturen, 
auf die hier nicht naher eingegangen werden soll, zeigen 
eine komplizierte Abhangigkeit der Genauigkeit der 
Schatzwerte von der Komplexitat der Kristallstruktur, der 
Anzahl der anomalen Streuer, der Starke der anomalen 
Streuung und des (sin@)/A-Bereichs. Bei kleineren Stpktu- 
ren kann die Genauigkeit vie1 groRer sein, so da13 ein mitt- 
lerer Fehler von 3-4" fur Tausende von Invarianten nicht 
ungew6hnlich wire. 

AJs SchluDfolgerung bleibt, daB die Verfugbarkeit ver- 
18Dlicher Schatzwerte fur eine grol3e Anzahl von Dreipha- 
sen-Strukturinvarianten impliziert, daR eine Modifikation 
der klassischen Direkten Methoden, speziell der Tangen- 
tenformel [GI. (33)], die den von Null verschiedenen 
Schatzwerten der Invarianten Rechnung tragt, unter Be- 
riicksichtigung der anomalen Dispersion es ohne grund- 
sgtzliche Anderungen emoglichen wird, die Werte der ein- 
zelnen Phasen abzuschatzen und damit die Struktur zu be- 
stimmen. Die in den Tabellen 1 und 2 und in Abbildung 6 
zusammengefaBten Rechnungen lassen schon in naher Zu- 
kunft die Losung der Strukturen von Makromolekulen 
moglich erscheinen. Es ist auRerdem klar, da8 aufgrund 

der Mdglichkeit, sowohl den Sinus als auch den Cosinus 
der Invarianten, d. h. sowohl ihr Vorzeichen als auch ihren 
Betrag, abzuschatzen, automatisch das durch die beobach- 
teten Intensitaten eindeutig bestimmte richtige Enantio- 
morph erhalten wird. Tatsachlich hat die erste Anwendung 
auf experimentelle Beugungsdaten bereits die Ldsung ei- 
ner bis dahin unbekannten, makromolekularen Struktur 
~ereinfacht'~'. 

Eingegangen am 30. Januar 1986 [A 5801 
Ubersetzt von Hildegard und Klaus Angermund. 
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